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РАДИУСЫ ЗВЕЗДООБРАЗНОСТИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ПОЧТИ 

ЗВЕЗДООБРАЗНЫХ И ДВАЖДЫ ПОЧТИ ЗВЕЗДООБРАЗНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

Аннотация 
В настоящей работе исследуется класс дважды почти звездообраз-

ных функций, заданный с помощью условий 
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

≺ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧) =
1

1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘 �
1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘(1+𝑧𝑧)�,   𝑅𝑅𝑅𝑅 �

𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

�
1/𝛾𝛾

> 0. 

В этом условии 0 < 𝑘𝑘 ≤ 𝜋𝜋 , 0 < γ ≤ 1 ,  знак ≺  означает подчиненность 
функций, функции 𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑔𝑔(𝑧𝑧),ℎ(𝑧𝑧) имеют разложения вида 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, 
и ℎ(𝑧𝑧) является звездообразной порядка 𝛼𝛼, 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1. 

Исследуемый класс дважды почти звездообразных функций как част-
ный случай содержит целый ряд известных классов, как дважды почти 
звездообразных, так и почти звездообразных функций. В силу этого, как след-
ствие основного результата статьи, вытекают многие из результатов, 
ранее известные в научной литературе. 

Ключевые слова: звездообразные функции, почти звездообразные 
функции, радиусы звездообразности. 
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1 Введение 
В статье рассматриваются функции, аналитические в единичном круге 𝐸𝐸 = {𝑧𝑧: |𝑧𝑧| < 1}. 

Совокупность всех таких функций обозначим через ℋ. Через 𝒜𝒜𝑛𝑛 обозначим подкласс класса 
ℋ, состоящий из функций, имеющих разложение в степенной ряд вида 
 

𝜑𝜑(𝑧𝑧) = 1 + 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝑐𝑐𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸, 
 

а через 𝒩𝒩𝑛𝑛 – подкласс функкий из ℋ, представимых рядом 
 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸. 
 

Пусть 𝒫𝒫𝑛𝑛 обозначает класс функций Каратеодори, являющийся подклассом класса 𝒜𝒜𝑛𝑛 
и характеризующийся условием Re 𝜑𝜑(𝑧𝑧) > 0 в круге 𝐸𝐸.  

В научной литературе хорошо изучен (см., например, [1]) класс 𝑆𝑆𝑛𝑛∗  функций вида (2), 
отображающих круг 𝐸𝐸  на звездообразные области. Такие функции 𝑓𝑓(𝑧𝑧)  называют 
звездообразными функциями. 

Известно, что необходимым и достаточным условие принадлежности функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) из 
𝒩𝒩 классу 𝑆𝑆∗ звездообразных функций является выполнение условия 
 

𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧)�

> 0.                                                                   (1) 
 

В последнее годы значительный интерес (см., например, [2-7]) вызывает класс 𝐾𝐾∗ 
почти звездообразных функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩, определяемый условием 
 

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

> 0,                                                                      (2) 
 

где 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆∗. Этот класс введен в [2], обобщает класс 𝑆𝑆∗ и, помимо звездообразных функций, 
содержит также функции, не принадлежащие 𝑆𝑆∗, в том числе, и не являющиеся однолистными 
(см., например, [8]). 

Если же в условии (2) предположить, что 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝐾𝐾∗, то получаем класс 𝐶𝐶𝐾𝐾∗ дважды 
почти звездообразных функций. 

В настоящей работе, используя метод подчиненности и функцию Каратеодори 
 

𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧) =
1

1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘
�1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘(1+𝑧𝑧)�, 0 < 𝑘𝑘 ≤ 𝜋𝜋,  

 

введенную и исследованную в статьях [9-10], вводятся и исследуются новые классы почти 
звездообразных и дважды почти звездообразных функций, для которых изучены 
экстремальные характеристики. 

2 Материалы и методы 
Основные результаты работы получены на основе метода подчиненности [1, с. 356] 

аналитических функций. Для дальнейшего нам будет достаточно следующее определение. 
Пусть 𝜑𝜑(𝑧𝑧) ∈ ℋ и функция 𝜑𝜑0(𝑧𝑧) является однолистной в круге 𝐸𝐸. Тогда, если 𝜑𝜑(𝐸𝐸) ⊂ 𝜑𝜑0(𝐸𝐸) 
и 𝜑𝜑(0) = 𝜑𝜑0(0), то функцию 𝜑𝜑(𝑧𝑧) называют подчиненной функции 𝜑𝜑0(𝑧𝑧), а функцию 𝜑𝜑0(𝑧𝑧) 
называют мажорантой подчинения. Если функция 𝜑𝜑(𝑧𝑧)  подчинена функции 𝜑𝜑0(𝑧𝑧) , то 
используют обозначение 𝜑𝜑(𝑧𝑧) ≺ 𝜑𝜑0(𝑧𝑧). 

Лемма 1 [1, с.323]. Если 𝜑𝜑(𝑧𝑧) = 𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝑐𝑐𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + ⋯, 𝑛𝑛 ≥ 1, и 𝜑𝜑(𝑧𝑧) ≺ 𝜑𝜑0(𝑧𝑧), то 
 

φ(|𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟) ⊂ φ0(|𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟𝑛𝑛) 
 

для всех 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1. 
В статье [10] введен класс 𝒫𝒫𝑛𝑛(𝜑𝜑𝑘𝑘) функций 𝜑𝜑(𝑧𝑧) из 𝒜𝒜𝑛𝑛 таких, что 

 

𝜑𝜑(𝑧𝑧) ≺ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧) =
1

1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘 �
1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘(1+𝑧𝑧)�, 0 < 𝑘𝑘 ≤ 𝜋𝜋,                               (3) 
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и исследованы его геометрические и экстремальные свойства, в частности, получены точные 
оценки 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝜑𝜑(𝑧𝑧) и �𝑧𝑧 𝜑𝜑

′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧)

� в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟 при 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1. Нам потребуется 
Лемма 2 [10]. Пусть 𝜑𝜑(𝑧𝑧) ∈ 𝒫𝒫𝑛𝑛(𝜑𝜑𝑘𝑘),  0 < 𝑘𝑘 ≤ 𝜋𝜋. Тогда в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟 при 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1 

справедлива точная оценка 
 

�𝑧𝑧
𝜑𝜑′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧)

� ≤ 𝑀𝑀(𝑟𝑟),   𝑀𝑀(𝑟𝑟) =  
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑘𝑘(1−𝑟𝑟𝑛𝑛) − 1
,                                              (4) 

 

которая достигается для функции 𝜑𝜑(𝑧𝑧) = 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧𝑛𝑛) в точке 𝑧𝑧 = √−1𝑛𝑛 𝑟𝑟. 
Часто используемым подклассом звездообразных функция является класс 𝑆𝑆∗(𝛼𝛼) 

звездообразных функций порядка 𝛼𝛼, 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1, для которых справедливо условие 
 

𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧)�

> 𝛼𝛼.                                                                   (5) 
 

Заметим, что условия (1), (5) обеспечивают звездообразность функции 𝑓𝑓(𝑧𝑧) в любом 
круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟 при 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1. Очевидно, что 𝑆𝑆∗(0) = 𝑆𝑆∗.  

Известно, что 
 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆∗(𝛼𝛼)     ⇔       𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧) ≺

1 + (1 − 2𝛼𝛼)𝑧𝑧
1 − 𝑧𝑧

. 
 

Если 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛, то на основе леммы 1 отсюда следует точная оценка, справедливая в 
круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟 
 

𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧) � ≥

1 − (1 − 2𝛼𝛼)𝑟𝑟𝑛𝑛

1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛
.                                                       (6) 

 

3-4 Результаты и обсуждение 
Определение 1. Пусть функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛  и пусть 0 < 𝑘𝑘 ≤ 𝜋𝜋 , 0 < γ ≤ 1 . Через 

𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼, γ)  будем обозначать класс функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧)  таких, что для каждой из них 
существуют функции 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛 и ℎ(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝛼𝛼), 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1, удовлетворяющие условиям 
 

𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

≺ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧) =
1

1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘 �
1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘(1+𝑧𝑧)�,   𝑅𝑅𝑅𝑅 �

𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

�
1/𝛾𝛾

> 0.                          (7) 
 

Из второго условия в (7) вытекает, что 
 

𝑅𝑅𝑅𝑅 �
𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

�
1/𝛾𝛾

> 0 ⇔ �
𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

�
1/𝛾𝛾

≺
1 + 𝑧𝑧
1 − 𝑧𝑧

⇔
𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧) ≺ �

1 + 𝑧𝑧
1− 𝑧𝑧

�
𝛾𝛾

,                         (8) 
 

Поэтому 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

> 0  в круге 𝐸𝐸  при ℎ(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝛼𝛼) . Следовательно, второе условие в (7) 
приводит к тому, что  𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝐾𝐾∗, поэтому 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝐶𝐶𝐾𝐾∗. Таким образом, 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘, 𝛾𝛾,𝛼𝛼) ⊂ 𝐶𝐶𝐾𝐾∗. 

С другой стороны, из (8) при γ → 0 получаем, что 𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧) ≡ 1, то есть, 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≡ ℎ(𝑧𝑧). В связи 

с этим, при γ → 0  класс 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼, γ)  трансформируется в класс почти звездообразных 
функций 
 

𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼): = �𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛 :  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

≺ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧),   𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝛼𝛼), 0 < 𝑘𝑘 ≤ 𝜋𝜋, 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1�. 
 

Можно доказать, что 𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼) ⊂ 𝐾𝐾∗ и 𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼) ⊂ 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼, γ). 
Обозначим через 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(α,β) радиус звездообразности порядка 𝛽𝛽 класса 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼, γ). 
Теорема 1. 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(α,β) – единственный на (0;1) корень уравнения: 

 

1 − (1 − 2𝛼𝛼)𝑟𝑟𝑛𝑛

1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛
−

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑘𝑘(1−𝑟𝑟𝑛𝑛) − 1
−

2𝛾𝛾𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟2𝑛𝑛
− 𝛽𝛽 = 0.                                и        (9) 
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Доказательство. Пусть 
 

𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

= 𝜑𝜑(𝑧𝑧),   �
𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

�
1/𝛾𝛾

= 𝜓𝜓(𝑧𝑧). 
 

Тогда 
 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = ℎ(𝑧𝑧)𝜑𝜑(𝑧𝑧)𝜓𝜓γ(𝑧𝑧). 
 

Отсюда 
 

𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧)

= 𝑧𝑧
ℎ′(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

+ 𝑧𝑧
𝜑𝜑′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧)

+ 𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜓𝜓′(𝑧𝑧)
𝜓𝜓(𝑧𝑧)

 
 

и 
 

𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧)�

≥ min
|𝑧𝑧|≤𝑟𝑟

𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝑧𝑧
ℎ′(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)� −max

|𝑧𝑧|≤𝑟𝑟
�𝑧𝑧
𝜑𝜑′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧) � − 𝛾𝛾max

|𝑧𝑧|≤𝑟𝑟
�𝑧𝑧
𝜓𝜓′(𝑧𝑧)
𝜓𝜓(𝑧𝑧) � .                  (10) 

 

Так как по условию 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼, γ) , то 𝜑𝜑(𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

≺ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧) . Следовательно, по 
лемме 2 в силу неравенства (4) 
 

�𝑧𝑧
𝜑𝜑′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧)

� ≤
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑘𝑘(1−𝑟𝑟𝑛𝑛) − 1
. 

 

С другой стороны, 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝜓𝜓(𝑧𝑧) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

�
1/𝛾𝛾

> 0  в круге 𝐸𝐸  и функция 𝜓𝜓(𝑧𝑧) ∈ 𝒜𝒜𝑛𝑛 . 
Поэтому то по лемме 1 из [3] 
 

�𝑧𝑧
𝜓𝜓′(𝑧𝑧)
𝜓𝜓(𝑧𝑧) � ≤

2𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟2𝑛𝑛
. 

 

Поскольку ℎ(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝛼𝛼), то выполняется оценка (6). 
Применяя два последних неравенства и оценку (6), на основе (10) в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟 

получаем 
 

Re�𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧)

� ≥
1 − (1 − 2𝛼𝛼)𝑟𝑟𝑛𝑛

1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛
−

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑘𝑘(1−𝑟𝑟𝑛𝑛) − 1
−

2𝛾𝛾𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟2𝑛𝑛
. 

 

Так как 𝑟𝑟𝑛𝑛,
∗(α,β) – корень уравнения уравнению (11), то в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟 выполняется 

условие 𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝑧𝑧 𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧)

� ≥ 𝛽𝛽 звездообразности порядка 𝛽𝛽. Следовательно, функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆∗(𝛽𝛽) 
в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(α,β). 

Поскольку функция 
 

𝑚𝑚1(𝑟𝑟) =
1 − (1 − 2𝛼𝛼)𝑟𝑟𝑛𝑛

1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛
 

 

является убывающей на [0;1) от 1 до 𝛼𝛼 ∈ [0; 1), а функция 
 

𝑚𝑚2(𝑟𝑟) =
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑘𝑘(1−𝑟𝑟𝑛𝑛) − 1
+

2𝛾𝛾𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟2𝑛𝑛
+ 𝛽𝛽 

 

является возрастающей на [0;1) от 𝛽𝛽 ∈ [0; 1)  до +∞, то уравнение 𝑚𝑚1(𝑟𝑟) −𝑚𝑚2(𝑟𝑟) = 0 , а, 
значит, и уравнение (9) на [0;1) имеет единственный корень 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(α,β).  

Рассмотрим функцию 
 

𝑓𝑓0(𝑧𝑧) =
𝑧𝑧

(1 − 𝑧𝑧𝑛𝑛)2(1−𝛼𝛼)
1

1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘
�1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘(1+𝑧𝑧𝑛𝑛)� �

1 + 𝑧𝑧𝑛𝑛

1 − 𝑧𝑧𝑛𝑛
�
γ

. 
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Для нее имеем: 
 

𝑧𝑧
𝑓𝑓0′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓0(𝑧𝑧) =

1 + (1 − 2𝛼𝛼)𝑧𝑧𝑛𝑛

1 − 𝑧𝑧𝑛𝑛
+

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑧𝑧𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑘𝑘(1+𝑧𝑧𝑛𝑛) − 1
+

2γ𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛

1 − 𝑧𝑧2𝑛𝑛
. 

 

Поэтому в точке 𝑧𝑧 = −𝑟𝑟, где 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(α,β),  выполняется равенство 
 

Re �𝑧𝑧
𝑓𝑓0′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓0(𝑧𝑧)� =

1 − (1 − 2𝛼𝛼)𝑟𝑟𝑛𝑛

1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛
−

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑘𝑘(1−𝑟𝑟𝑛𝑛) − 1
−

2γ𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟2𝑛𝑛
= 𝛽𝛽, 

 

что доказывает точность радиуса звездообразности порядка 𝛽𝛽.  
Теорема 1 доказана. 
В силу своей общности теорема 1 имеет множество частных случаев, в том числе, и 

ранее известных в литературе. Прежде, чем перейти к рассмотрению частных случаев, 
отметим следующее. 

Если 𝑘𝑘 → 0, то класс 𝒫𝒫𝑛𝑛(𝜑𝜑𝑘𝑘) трансформируется в класс функций 𝜑𝜑(𝑧𝑧) из 𝒜𝒜𝑛𝑛 таких, что 
𝜑𝜑(𝑧𝑧) ≺ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧) = 1 + 𝑧𝑧 . То есть, удовлетворяющих условию |𝜑𝜑(𝑧𝑧) − 1| < 1 , 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸 . В этом 
случае, первое из условий в (7) приобретает вид 
 

�
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� < 1, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸. 

 

Если γ → 0, то второе условие в (7) в силу (8) преобразуется в условие 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≡ ℎ(𝑧𝑧) при 
𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸. 

Частный случай 1. Пусть 𝛄𝛄 → 𝟎𝟎, 𝒌𝒌 → 𝟎𝟎, 𝜷𝜷 = 𝟎𝟎.  
В силу выше отмеченного класс 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(𝑘𝑘,𝛼𝛼, γ)  трансформируется в класс почти 

звездообразных функций: 
 

𝐾𝐾𝑛𝑛∗(0,𝛼𝛼) = �𝑓𝑓 ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛 : �
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� < 1,𝑔𝑔 ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝛼𝛼)�. 

 

Поскольку 
 

lim
𝑘𝑘→0

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑘𝑘(1−𝑟𝑟𝑛𝑛) − 1
=

𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛
, 

 

то при γ → 0, 𝑘𝑘 → 0, 𝛽𝛽 = 0 уравнение (9) преобразуется в стандартное квадратное уравнение 
 

(𝑛𝑛 − 1 + 2𝛼𝛼)𝑟𝑟2𝑛𝑛 + (𝑛𝑛 + 2 − 2𝛼𝛼)𝑟𝑟𝑛𝑛 − 1 = 0. 
 

Рассматривая два случая  𝑛𝑛 − 1 + 2𝛼𝛼 = 0  и 𝑛𝑛 − 1 + 2𝛼𝛼 ≠ 0 , приходим к следующему 
утверждению. 

Следствие 1. Радиус звездообразности 𝑟𝑟𝑛𝑛,
∗(α, 0) класса 𝐾𝐾𝑛𝑛∗(0,𝛼𝛼), 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1, задается 

формулой 
 

𝑟𝑟𝑛𝑛∗(α, 0) = �
1

𝑛𝑛 + 2 − 2𝛼𝛼
�
1 𝑛𝑛⁄

                                                            (11) 
 

при  𝑛𝑛 − 1 + 2𝛼𝛼 = 0 и формулой 
 

𝑟𝑟𝑛𝑛∗(α, 0) = �
�(𝑛𝑛 + 2 − 2𝛼𝛼)2 + 4(𝑛𝑛 − 1 + 2𝛼𝛼) − (𝑛𝑛 + 2 − 2𝛼𝛼)

2(𝑛𝑛 − 1 + 2𝛼𝛼) �
1 𝑛𝑛⁄

                  (12) 
 

при 𝑛𝑛 − 1 + 2𝛼𝛼 ≠ 0. 
Примечание 1. При 𝑛𝑛 = 1 класс 𝐾𝐾𝑛𝑛∗(0,𝛼𝛼), 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1, исследовался в статье [4]. Здесь 

был получен радиус звездообразности 𝑟𝑟1∗(1,0) = 1/3 класса функций с условием �𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� <

1, где 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆∗ . Также при условии, что функция 𝑔𝑔(𝑧𝑧) принадлежит классу 𝑆𝑆о  выпуклых 
функций, найден радиус звездообразности, равный √2 − 1.  
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Если 𝛼𝛼 = 0, то имеем класс 
 

𝐾𝐾𝑛𝑛∗(0,0) = �𝑓𝑓 ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛 : �
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� < 1,𝑔𝑔 ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛∗�. 

 

Поэтому из формул (11) – (12) получаем радиус звездообразности класса 𝐾𝐾𝑛𝑛∗(0,0): 
 

𝑟𝑟𝑛𝑛∗(0,0) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1
3

,                                            𝑛𝑛 = 1,

�
�𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 8) − 𝑛𝑛 − 2

2(𝑛𝑛 − 1) �
1 𝑛𝑛⁄

,𝑛𝑛 > 1.
 

 

Тем самым, получено обобщение радиуса звездообразности 𝑟𝑟1∗(1,0) = 1/3  из [4] на 
случай 𝑛𝑛 ≥ 1.  

Если 𝛼𝛼 = 1/2, то условие 𝑛𝑛 − 1 + 2𝛼𝛼 = 0 из следствия 1 не выполняется и из формулы 
(12) получаем 
 

𝑟𝑟𝑛𝑛∗(1/2,0) = �
�(𝑛𝑛 + 1)2 + 4𝑛𝑛 − (𝑛𝑛 + 1)

2𝑛𝑛
�

1
𝑛𝑛

.                                            (13) 
 

Поскольку [11] класс выпуклых функций 𝑆𝑆о  содержится в классе 𝑆𝑆∗(1/2)  звездо-
образных функций порядка 1/2, то формула (13) дает обобщение радиуса звездообразности 
√2 − 1 класса функций из статьи [4] с условием �𝑓𝑓(𝑧𝑧)

𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� < 1 с выпуклой функцией 𝑔𝑔(𝑧𝑧) на 
случай 𝑛𝑛 ≥ 1. 

Частный случай 2. Пусть 𝛄𝛄 = 𝟏𝟏, 𝒌𝒌 → 𝟎𝟎.  
Если 𝑘𝑘 → 0 , то первое условие в (7) трансформируется в условие �𝑓𝑓(𝑧𝑧)

𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� < 1 . 
Следовательно, при γ = 1, 𝑘𝑘 → 0 приходим к классу дважды почти звездообразных функций 
 

𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(0,𝛼𝛼, 1) = �𝑓𝑓 ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛 : �
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� < 1,   𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧) > 0, ℎ(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝛼𝛼)�. 

 

В этом случае уравнение (9) приобретает вид 
 

1 − (1 − 2𝛼𝛼)𝑟𝑟𝑛𝑛

1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛
−

𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛
−

2𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟2𝑛𝑛
− 𝛽𝛽 = 0                                                (14) 

 

и мы получаем 
Следствие 2. Если 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(𝛼𝛼,𝛽𝛽) – радиус звездообразности порядка 𝛽𝛽 класса 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗(0,𝛼𝛼, 1), 

0 ≤ 𝛼𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽𝛽 < 1, то 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(𝛼𝛼,𝛽𝛽) равен единственному на (0;1) корню уравнения (14). 
Следствие 2 остается справедливым, если в качестве функции ℎ(𝑧𝑧) взять функцию 

 

ℎ(𝑧𝑧) =
𝑧𝑧

(1 − 𝑧𝑧𝑛𝑛)2(1−𝛼𝛼) ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛
∗(𝛼𝛼). 

 

Поэтому получаем 
Следствие 3. Пусть 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(𝛼𝛼,𝛽𝛽) – радиус звездообразности порядка 𝛽𝛽 класса 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑛𝑛∗� (0,𝛼𝛼, 1), 

0 ≤ 𝛼𝛼 < 1, 0 ≤ 𝛽𝛽 < 1, функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧), удовлетворяющих условию 
 

�
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� < 1,   𝑅𝑅𝑅𝑅 �(1 − 𝑧𝑧𝑛𝑛)2(1−𝛼𝛼) 𝑔𝑔(𝑧𝑧)

𝑧𝑧 � > 0.                                       (15) 
 

Тогда 𝑟𝑟𝑛𝑛∗(𝛼𝛼,𝛽𝛽) равен единственному на (0;1) корню уравнения (14). 
Если 𝑛𝑛 = 1, 𝛼𝛼 = 0, то в силу (15) получаем класс функций 

 

П2 = �𝑓𝑓(𝑧𝑧): �
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

− 1� < 1,𝑅𝑅𝑅𝑅 �
(1 − 𝑧𝑧)2

𝑧𝑧
𝑔𝑔(𝑧𝑧)� > 0� 
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из [7], поэтому из уравнения (14) вытекает радиус звездообразности порядка 𝛽𝛽 класса П2 из [7]: 
 

𝑟𝑟1∗(0,𝛽𝛽) =
2(1 − 𝛽𝛽)

5 + �4𝛽𝛽2 − 4𝛽𝛽 + 25
. 

 

Если 𝑛𝑛 = 1, 𝛼𝛼 = 1/2, то из (15) получаем класс функций 
 

ℱ2 = �𝑓𝑓(𝑧𝑧): �
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

− 1� < 1,𝑅𝑅𝑅𝑅 �
1 − 𝑧𝑧
𝑧𝑧

𝑔𝑔(𝑧𝑧)� > 0 � 
 

из [6] и из (14) вытекает радиус звездообразности порядка 𝛽𝛽 класса ℱ2 из [6]: 
 

𝑟𝑟1∗(1/2,𝛽𝛽) =
1 − 𝛽𝛽

2 + �4 + (1 − 𝛽𝛽)2
. 

 

Если 𝑛𝑛 = 1, 𝛼𝛼 → 1, то на основе (15) получаем класс функций 
 

ℱ3 = �𝑓𝑓(𝑧𝑧): �
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

− 1� < 1, Re
𝑔𝑔(𝑧𝑧)
𝑧𝑧

> 0 � 
 

из [5] и из (14) вытекает радиус звездообразности порядка 𝛽𝛽 класса ℱ3 из [5]: 
 

𝑟𝑟1∗(1,𝛽𝛽) =
2(1 − β)

3 + �9 + 4(2 − β)(1− β)
. 

 

5 Выводы  
В данной статье найден точный радиус звездообразности одного класса дважды почти 

звездообразных функций. В силу общности определения, данный класс содержит многие из 
классов почти звездообразных и дважды почти звездообразных функций, ранее исследован-
ных разными математиками. В силу этого, как следствия полученного в данной работе 
результата, вытекают многие из результатов, ранее известные в научной литературе. 
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МАЙЕР, Ф.Ф., ВОЗНЫХ, И.И., БЕРДЕНОВА, Г.Ж., ЖАРЛЫГАСОВА, Э.З. 
ЖҰЛДЫЗ ТӘРІЗДІ ДЕРЛІК ЖӘНЕ ЕКІ ЕСЕ ДЕРЛІК ЖҰЛДЫЗ ТӘРІЗДІ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ 

КЕЙБІР КЛАСТАРЫНЫҢ ЖҰЛДЫЗ ТӘРІЗДІ РАДИУСТАР 
Бұл мақалада біз  

𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

≺ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧) =
1

1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘 �
1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘(1+𝑧𝑧)�,   𝑅𝑅𝑅𝑅 �

𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

�
1/𝛾𝛾

> 0 

шарттарымен анықталатын жұлдыз тәрізді екі есе жақын функциялар класын зерттейміз. 
Мұнда, 0 < 𝑘𝑘 ≤ 𝜋𝜋 , 0 < 𝛾𝛾 ≤ 1 , ≺  белгісі функциялардың бағыныштылығын білдіреді, 

𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑔𝑔(𝑧𝑧),ℎ(𝑧𝑧) функциялары 
𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, 

түрінде кеңейтіледі және ℎ(𝑧𝑧) 𝛼𝛼 ретті, 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1 жұлдыз тәрізді функция болып табылады. 
Зерттеліп отырған жұлдызға жақын функциялар класы ерекше жағдайлар ретінде жұлдызға 

екі есе жақын және жұлдызға жақын функциялардың бірқатар белгілі кластарын қамтиды. Сондық-
тан, ғылыми әдебиетте бұрын белгілі болған көптеген нәтижелер мақаланың негізгі нәтижесінен 
туындайды. 

Түйінді сөздер: жұлдыз тәрізді функциялар, жұлдыз тәрізді дерлік функциялар, жұлдыз 
тәрізді радиустар.  
 

MAYER, F.F., VOZNYKH, I.I., BERDENOVA, G.Zh., ZHARLYGASSOVA E.Z. 
RADII OF STARLIKENESS OF SOME CLASSES OF CLOSE-TO-STARLIKE AND DOUBLY 

CLOSE-TO-STARLIKE FUNCTIONS 
In this paper, we study a class of doubly close-to-starlike functions defined by the conditions 

𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)

≺ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑧𝑧) =
1

1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘 �
1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘(1+𝑧𝑧)�,   𝑅𝑅𝑅𝑅 �

𝑔𝑔(𝑧𝑧)
ℎ(𝑧𝑧)

�
1/𝛾𝛾

> 0. 

In this condition, 0 < 𝑘𝑘 ≤ 𝜋𝜋 , 0 < 𝛾𝛾 ≤ 1 , the sign ≺  denotes subordination of the functions, the 
functions 𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑔𝑔(𝑧𝑧),ℎ(𝑧𝑧) have expansions of the form 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, 
and ℎ(𝑧𝑧) is starlike function of order 𝛼𝛼, 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1. 

The class of close-to-starlike functions under study contains, as special cases, a number of known 
classes of both doubly close-to-starlike and close-to-starlike functions. Therefore, many results previously 
known in the scientific literature follow from the main result of the article. 

Keywords: starlike functions, close-to-starlike functions, radii of starlikeness. 
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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ  

АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ, СВЯЗАННЫХ С ОБЛАСТЯМИ В ФОРМЕ УГЛА 
 

Аннотация 
В настоящей работе исследуется классы сильно звездообразных, 

сильно почти выпуклых функций, а также функций с ограниченным вращени-
ем, заданные с помощью условий подчиненности и связанные с областями в 
форме угла. При этом, рассматриваются функции, имеющие разложения 
вида 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1. 
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АВТОРЛАРДЫҢ НАЗАРЫНА 
 

«ҚМПИ Жаршысы» журналы педагогика, әлеуметтік-гуманитарлық, физика-
математикалық, техникалық, биологиялық, химиялық-технологиялық, экономикалық 
ғылымдар және экология, халықаралық байланыстар салалары бойынша бұрын 
жарияланбаған өзекті ізденіс нәтижелері туралы мақалаларды жариялайды.  

Редакциялық алқа мүшелері журнал материалдарының мазмұнына сын-пікір білдір-
геннен кейін басылымға ұсыну шешімі шығарылады. Қабылданбаған мақалаларды 
редакциялық алқа мүшелері қайта қарастырмайды.  

Мақалалар қазақ, орыс және ағылшын тілдерінде жарияланады. 
Журнал жыл барысында төрт рет шығарылады (қаңтар, сәуір, шілде, қазан). 
«Қазпошта» АҚ-ның кез келген бөлімінде журналға жазылу мүмкіндігі қарасты-

рылған. Жазылым индексі 74081. 
Ұжымда жоғары білікті редакторлар құрамы жұмыс істейді, барлық мақалалар 

сараптамалық талдаудан және редакциялық өңдеуден өтеді, сондай-ақ плагиаттан 
тексеріледі. Мақаланы жариялау туралы түпкілікті шешімді редакциялық алқа рецензия 
қорытындысына сәйкес қабылдайды. 

Мақалалар келесі бөлімдер бойынша топтастырылады: 
• Білім беру; 
• Гуманитарлық ғылымдар және өнер; 
• Жаратылыстану ғылымдары; 
• Инжиниринг және технологиялар; 
• Әлеуметтік ғылымдар 
Мақалаға қойылатын талаптар: 
Мәтіннің көлемі сөз аралықтары мен сілтемелерді қоса алғанда 15000-нан 60000 

таңбаға дейін болуы қажет (0,3-тен 1,5 баспалық параққа дейін, яғни 5−24 бет). 
Мәтіннің рәсімделуіне қойылатын техникалық талаптар:  
Қаріп – Times New Roman, өлшемі – 12, мәтіннің туралануы – беттің ені бойынша. 
Жиектері: барлық жағынан 2 см. 
Жоларалық интервал: бірлік. 
Абзацтар аралығы «Алдында» – жоқ, «Кейін» – жоқ. 
Азат жол– 1,25 см. 
Мәтін: парақта бір бағана. 
Мақаланың басқы беті келесі ақпараттарды қамтуы қажет:   
1. ӘОЖ коды. Беттің сол жағына қалың қаріппен жазылады. Авторлық материалға 

ӘОЖ кодын мына сілтеме арқылы алуға болады: http://teacode.com/online/udc/.  
2. Автордың аты-жөні. Беттің оң жағына қалың қаріппен ӘОЖ кодынан бір тармақ 

төмен жазылады.  
3. Авторлар туралы ақпарат. Беттің оң жағына көлбеу әріптермен жазылады: 

автордың ғылыми дәрежесі, ғылыми атағы, қызметі, қызмет орны, қаласы, мемлекеті. 
4. Мақала атауы. Беттің ортасында бас әріптермен және қалың қаріппен жазылады. 
5. Мақала түйіні. «Түйін» сөзі (орыс. «Аннотация», ағылш. «Аbstract») беттің 

ортасында қалың қаріппен мақала атауынан бір тармақ төмен жазылады. Түйін мақаланың 
жарияланатын тілінде жазылады. Түйін мәтіні: сөз аралықтарын қоса алғанда 500–800 таңба, 
мәтіннің туралануы – беттің ені бойынша, шегініс – оң және сол жақтан 2 см, азат жол– 1,25 
см. Мақала тілінде жазылған түйінді мақала тілінде жазылған түпкі түйінмен (резюме) 
ауыстыру мүмкіндігі қарастырылған. 

6. Мақаланың түпкі түйіні. Мақала жарияланатын тілден бөлек, мақала атауының 
аудармасымен екі тілде жазылады. Түпкі түйін мәтіні: көлбеу әріптермен әдебиеттер 

http://teacode.com/online/udc/
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тізімінен кейін 1 тармақ төмен жазылады, сөз аралықтарын қоса алғанда 500–800 таңба, 
мәтіннің туралануы – беттің ені бойынша, азат жол– 1,25 см. 

7. Кілт сөздер (5−8 сөз және/немесе сөз тіркесі). Кілт сөздер үш тілде сәйкесінше 
«Түйін» және «Түпкі түйіннен» төмен жазылады. «Кілт сөздер» тіркесі (орыс. «Ключевые 
слова», ағылш. «Key words»): қалың әріптермен, беттің сол жағына жазылады, шегініс – оң 
және сол жақтан 2 см, «Кілт сөздер» тіркесінен кейін қос нүкте қойылады, ары қарай кілт 
сөздер жазылады.   

8. Негізгі мәтін келесі бөлімдерден тұрады: 
1) Кіріспе (орыс. – Введение, ағылш. – Introduction). 
2) Материалдар және әдістер (орыс. – Материалы и методы, ағылш. – Materials and 

methods). 
3) Нәтижелер (орыс. – Результаты, ағылш. – Results). 
4) Талқылау (орыс. – Обсуждение, ағылш. – Discussion). 
5) Қорытынды (орыс. – Выводы, ағылш. – Сonclusions). 
6) Ризашылық білдіру (орыс. – Благодарности, ағылш. – Аppreciation). 
3 және 4 бөлімдер біріктірілуі мүмкін, 6 бөлім – қажеттілік туындаған жағдайда ғана 

жазылады.  
Мақала бөлімдері нөмірленуі тиіс. Сандардан кейін нүкте қойылмайды. Бөлім атаула-

рының жазылуы: қаріп− Times New Roman, өлшемі – 12, қалың қаріппен, туралануы− беттің 
сол жағында.  

Мәтінде белгілі бір тармақты немесе тізімді белгілеуде араб сандары қолданылады. 
9. Әдебиеттер тізімі (орыс. – Список литературы, ағылш. – References). Әдебиеттер 

тізімі мақаладан кейін жазылады. «Әдебиеттер тізімі» тіркесіқалың қаріппен жазылады, 
қаріп өлшемі – 12, шегініс – 1,25 см. 

Дереккөздер туралы ақпаратты мәтінде дереккөздерге сілтеменің жасалу реті бойын-
ша орналастырып, араб сандарымен нөмірлеу қажет. Сандардан кейін нүкте қойылмайды. 
Шрифт өлшемі – 11, шегініс – 1,25 см. 

Қолданылған дереккөздерге сілтемелер тік жақшаның ішінде келтірілгені абзал. 
Библиографиялық жазу түпнұсқа тілінде орындалады. 

Кітаптардың шығыс деректерінің жазылу тәртібі: автордың (авторлардың) тегі, аты-
жөнінің басқы әріптері, кітаптың аты, жарияланған орны, басылымы, шыққан жылы, беттер. 
Мысалы:Семенов В.В. Философия: итог тысячелетий. Философская психология. – Пущино: 
ПНЦ РАН, 2000. – Б. 60–65. 

Журнал, мерзімді басылымдардың шығыс деректерінің жазылу тәртібі: автордың 
(авторлардың) тегі, аты-жөнінің басқы әріптері, мақала атауы, журнал атауы, жылы, басы-
лым нөмірі, беттер. Мысалы: Голубков Е.П. Маркетинг как концепция рыночного управле-
ния // Маркетинг в России и за рубежом. – 2001. – № 1. – Б. 89–104. 

Жинақтардың шығыс деректерінің жазылу тәртібі: автордың (авторлардың) тегі, аты-
жөнінің басқы әріптері, мақала атауы, жинақ атауы, басылым жылы, беттер. Мысалы: Зимин 
А.И. Влияние состава топливных эмульсий на концентрацию оксидов азота и серы в 
выбросах промышленных котельных // Экологическая защита городов: тез. докл. науч.-техн. 
конф. – М.: Наука, 1996. – Б. 77–79. 

Электрондық ресурстардың шығыс деректерінің жазылу тәртібі: мақала атауы, автор 
туралы ақпарат, мақаланың шығу орны, мерзімі, сонымен қатар, ақпараттық тасымалдаушы, 
жүйелік талаптар, ғаламтор ресурстарын қолдану мүмкіндіктері (Художественная энцикло-
педия зарубежного классического искусства [Электронный ресурс]. – Электрон. текстовые, 
граф., зв. дан. и прикладная прогр. (546 Мб). – М.: Большая Рос. энцикл. [и др.], 1996. – 1 
электрон. опт. диск (CD-ROM) + рук. Пользователя (1 c.). – Систем. требования: ПК 486 или 
выше; 8 Мб ОЗУ; Windows 95 или новее; SVGA 32768 и более цв.; 640х480; 4х CD-ROM 
дисковод; 16 бит. зв. карта; мышь; Faulkner, A., Thomas, P. Проводимые пользователями 
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исследования и доказательная медицина [Электронный ресурс] // Обзор современной пси-
хиатрии: электронный журнал. – 2002. – Вып. 16. – Режим доступа: http://www.psyobsor.org). 

10. Кестелерді жасау. Әрбір кестенің реттік нөмірі мен атауы болуы шарт. Кесте 
нөмірі және атауы кестенің жоғары жағына орналастырылады. Көлбеу әріптермен жазылған 
«Кесте 1» («Таблица 1», «Table 1») сөзінен кейін сызықша қойылып, кесте атауы қалыпты 
әріптермен жазылады, туралануы – беттің ортасында, шрифт өлшемі – 11, кестедегі мәтіннің 
туралануы – беттің сол жағы. 

11. Графикалық материалдар «Microsoft Graph» немесе «Excel» бағдарламаларында 
орындалуы қажет және сканерден өткізілмеуі қажет.  

Графикалық бейнелер сурет немесе біртұтас объект ретінде берілуі тиіс. Графикалық 
объектілер беттің белгіленген жиектерінен аспай, бір беттен артық болмауы қажет.  

Әрбір объектінің нөмірі және атауы болуы керек. Объект нөмірі мен атауы объектіден 
төмен орналасуы қажет. Шрифт өлшемі – 11, мәтіннің орналасу қалпы – беттің сол жағы.  

12. Формулалардың берілуі. Математикалық формулаларды формулалар редакторы 
«Microsoft Equation» арқылы белгілеу қажет. Олар жақша ішінде оң жақтан нөмірленеді. 
Формулалар көп болған жағдайда әрбір бөлімнің формулаларын тәуелсіз нөмірлеу 
ұсынылады.  

13. Мақалаға міндетті түрде тіркелетін ақпараттар: 
– автор туралы ақпарат (үш тілде): тегі, аты, әкесінің аты, ғылыми атағы, ғылыми 

дәрежесі, қызметі, жұмыс орны (ЖОО, мекеме атауы, факультет, кафедра), жұмыс және ұялы 
телефон нөмірі; 

– ғылым кандидаты, докторы немесе PhD докторының мақалаға қатысты сын-пікірі 
(ғылыми дәрежесіз авторлар үшін). 

Редакция ұсынылған барлық материалдарға сын-пікір білдіруге міндетті емес және 
материалдары қабылданбаған авторлармен пікірталасқа түспейді. 

Авторлардың пікірлері редакцияның көзқарасымен сәйкес келе бермейді. 
Қолжазбаларға рецензия берілмейді және қайтарылмайды. Ұсынылған материалдардың 
дұрыстығына автор жауапты. Қайта басылған материалдарды журналға сүйеніп шығару 
міндетті. 
 
 
 
 

Мақалалардың қабылдануы және жариялануы бойынша 
сауалдар туындаған жағдайда мына мекен-жайға жүгініңіз: 

 
Қазақстан Республикасы, 110000, Қостанай қ., Байтұрсынов көш., 47 

ҚР БҒМ «Ахмет Байтұрсынұлы атындағы Қостанай өңірлік университеті» КЕАҚ 
БСН 200740006481, БЖК KCJBKZKX 

ЖСК KZ398562203108711441 «Банк Центр Кредит» АҚ 
 

Қазақстан Республикасы, 110000, Қостанай қ., Байтұрсынов көш., 47 
№007 каб. Тел.: 8-777-581-51-20 
Е-mail: vestnik.kru@ksu.edu.kz 
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ИНФОРМАЦИЯ ДЛЯ АВТОРОВ 
 

Журнал «ҚМПИ Жаршысы» публикует статьи об оригинальных и ранее не печатав-
шихся результатах исследований в области педагогических, социально-гуманитарных, 
физико-математических, технических, биологических, химико-технологических, экономи-
ческих наук, по экологии, международным научным связям и т.п.  

Решение о публикации принимается редакционной коллегией журнала после рецензи-
рования. Отклоненные статьи повторно редколлегией не рассматриваются.  

Статьи публикуются на казахском, русском, английском языках. 
Журнал выходит четыре раза в год (январь, апрель, июль, октябрь). 
Подписку на журнал можно оформить в любом почтовом отделении АО «Казпочта». 

Подписной индекс 74081. 
Работает профессиональный редакторский состав, все статьи проходят экспертную 

оценку и редактуру, а также проверяются на плагиат. Решение о публикации принимается 
редакционной коллегией журнала после рецензирования. 

Статьи распределяются согласно следующим разделам: 
• Образование; 
• Гуманитарные науки и искусство; 
• Естественные науки; 
• Инжиниринг и технологии; 
• Социальные науки 
Требования к статьям: 
Объём текста статьи должен быть от 15000 до 60000 знаков, включая пробелы и 

сноски (от 0,3 до 1,5 печатных листов, т.е. от 5 до 24 страниц). 
Технические требования к оформлению текста:  
Шрифт: Times New Roman, размер шрифта – 12, выравнивание текста – по ширине 

страницы. 
Поля: по 2 см со всех сторон. 
Междустрочный интервал: одинарный. 
Интервал между абзацами «Перед» – нет, «После» – нет. 
Отступ «Первой строки» – 1,25. 
Текст: одна колонка на странице. 
Первая (титульная) страница статьи должна содержать следующую информацию: 
1. Код УДК. Полужирный, положение по левому краю страницы. Присвоить УДК 

авторскому материалу можно здесь: http://teacode.com/online/udc/. 
2. Ф.И.О. автора. Полужирный курсив, положение на странице– по правому краю 

через строку после кода УДК. 
3. Сведения об авторе. Курсив, положение на странице – по правому краю: ученая 

степень, ученое звание, должность, место работы, город, страна. 
4. Заглавие. Прописные буквы, полужирный, положение по центру страницы. 
5. Аннотация к статье. Слово «Аннотация» (каз. «Түйін», англ. «Аbstract»), полу-

жирный, положение по центру страницы, через строку после заглавия. Аннотация оформля-
ется на языке статьи. Допускается замена аннотации на языке статьи на резюме на языке 
статьи. Текст аннотации: 500–800 знаков с пробелами, курсив, выравнивание по ширине 
страницы, отступы слева и справа – по 2 см, отступ «Первой строки» – 1,25.  

6. Резюме к статье. Оформляется на двух языках, отличных от языка статьи, с пере-
водом названия статьи. Текст резюме: курсивный, после списка литературы через интервал, 
500–800 знаков с пробелами, положение по ширине текста, отступ «Первой строки» – 1,25. 

7. Ключевые слова (от 5 до 8). Ключевые слова пишутся на трех языках, размещаются 
соответственно под «Аннотацией» и «Резюме». Фраза «Ключевые слова» (каз. «Кілт сөздер», 
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англ. «Key words»): полужирный, отступы слева и справа – по 2 см, после фразы ставится 
двоеточие. Сами ключевые слова указываются после фразы «Ключевые слова» в той же 
строке, через запятую. 

8. Основной текст делится на следующие разделы: 
1) Введение (каз – Кіріспе, англ. – Introduction). 
2) Материалы и методы (каз. – Материалдар мен әдістер, англ. – Materials and 

Methods). 
3) Результаты (каз. – Нәтижелер, англ. – Results). 
4) Обсуждение (каз. – Талқылау, англ. – Discussion). 
5) Выводы (каз. – Қорытынды, англ. – Сonclusions). 
6) Благодарности (каз. – Ризашылық білдіру, англ. – Аppreciation). 
Разделы 3 и 4 могут объединяться, раздел 6 – по необходимости.  
Разделы статьи должны быть пронумерованы, необходимо нумеровать арабскими 

цифрами без точки. Оформление заголовков разделов – шрифт Times New Roman, размер 
шрифта – 12, полужирный, положение по левому краю страницы. 

При выделении в тексте отдельных пунктов или списков следует использовать только 
арабские цифры. 

9. Список литературы (каз. – Әдебиеттер тізімі, англ. – References).Список литера-
туры приводится в конце статьи и озаглавливается «Список литературы» – шрифт Times New 
Roman, размер шрифта – 12, полужирный, отступ «Первой строки» − 1,25. 

Сведения об источниках следует располагать в порядке появления ссылок на источни-
ки в тексте, нумеровать арабскими цифрами без точки, размер шрифта – 11, отступ «Первой 
строки» −1,25 см. Ссылки на использованные источники следует приводить в квадратных 
скобках. Библиографическая запись выполняется на языке оригинала. 

Выходные данные книг обязательно включают: фамилию автора (авторов), инициалы, 
название, место издания, издательство, год издания, страницы. Например: Семенов В.В. 
Философия: итог тысячелетий. Философская психология. – Пущино: ПНЦ РАН, 2000. – С. 
60–65. 

Выходные данные статей из журналов и периодических изданий указываются в 
следующем порядке: фамилия автора (авторов), инициалы, название статьи, название журна-
ла, год, номер издания, страницы. Например: Голубков Е.П. Маркетинг как концепция ры-
ночного управления // Маркетинг в России и за рубежом. – 2001. – № 1. – С. 89–104. 

Выходные данные сборников указываются в следующем порядке: фамилия автора 
(авторов), инициалы, название статьи, название сборника, год издания, страницы. Например: 
Зимин А.И. Влияние состава топливных эмульсий на концентрацию оксидов азота и серы в 
выбросах промышленных котельных // Экологическая защита городов: тез. докл. науч.-техн. 
конф. – М.: Наука, 1996. – С. 77–79. 

Выходные данные электронных ресурсов содержат информацию об авторе, названии, 
дате и месте издания или публикации, также указывается информационный носитель, 
системные требования, режим доступа (к интернет-ресурсам) (Художественная энциклопе-
дия зарубежного классического искусства [Электронный ресурс]. – Электрон. текстовые, 
граф., зв. дан. и прикладная прогр. (546 Мб). – М.: Большая Рос. энцикл. [и др.], 1996. – 1 
электрон. опт. диск (CD-ROM) + рук. Пользователя (1 c.). – Систем. требования: ПК 486 или 
выше; 8 Мб ОЗУ; Windows 95 или новее; SVGA 32768 и более цв.; 640х480; 4х CD-ROM дис-
ковод; 16 бит. зв.карта; мышь; Faulkner, A., Thomas, P. Проводимые пользователями исследо-
вания и доказательная медицина [Электронный ресурс] // Обзор современной психиатрии: 
электронный журнал. – 2002. – Вып. 16. – Режим доступа: http://www.psyobsor.org). 

10. Оформление таблиц. Каждая таблица должна быть пронумерована и иметь 
заголовок. Номер таблицы и заголовок размещаются над таблицей. Номер оформляется как 
«Таблица 1» («Кесте 1», «Table 1»), стиль шрифта – курсивный. Заголовок таблицы 

http://sozdik.kz/ru/dictionary/translate/kk/ru/%D1%82%D0%B0%D0%BB%D2%9B%D1%8B%D0%BB%D0%B0%D1%83/
http://www.psyobsor.org/
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размещается через тире, шрифт – Times New Roman, размер – 11, по центру страницы, стиль 
шрифта – обычный. Положение текста в таблице по левому краю, шрифт – Times New 
Roman, размер – 11.  

11. Оформление графических материалов. Графические материалы должны быть 
подготовлены с помощью программ «Microsoft Graph» или «Excel» без использования 
сканирования. 

Графические объекты должны быть в виде рисунка или сгруппированных объектов. 
Графические объекты не должны выходить за пределы полей страницы и превышать 

одну страницу. 
Каждый объект должен быть пронумерован и иметь заголовок. Номер объекта и заго-

ловок размещаются под объектом. Номер оформляется как «Рисунок 1» («Сурет 1», «Рicture 
1»), шрифт – Times New Roman, курсив, размер – 11, положение текста на странице по 
центру. Далее следует название, шрифт – Times New Roman, размер – 11, стиль шрифта - 
обычный. 

12. Оформление формул. Математические формулы оформляются через редактор 
формул «Microsoft Equation». Их нумерация проставляется с правой стороны в скобках. При 
большом числе формул рекомендуется их независимая нумерация по каждому разделу. 

13. К статье обязательно прилагаются: 
– сведения об авторе (на трех языках): фамилия, имя, отчество, ученая степень, ученое 

звание, должность, место работы (название вуза, организации, факультет, кафедра), рабочий 
и мобильный телефоны; 

– рецензия кандидата или доктора наук, доктора PhD(для авторов без ученой степени). 
Редакция не несет обязательств по рецензированию всех поступающих материалов и 

не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов. 
Мнение авторов не всегда отражает точку зрения редакции. За достоверность 

предоставленных материалов ответственность несет автор. При перепечатке материалов 
ссылка на журнал обязательна. 
 
 
 
 

По всем вопросам приема и публикации статей обращаться по адресу: 
 

Республика Казахстан, 110000, г. Костанай, ул. Байтурсынова, 47 
НАО «Костанайский региональный университет  

имени Ахмет Байтұрсынұлы» МОН РК 
БИН 200740006481, БИК KCJBKZKX 

ИИК KZ398562203108711441 в АО «Банк Центр Кредит» 
 

Республика Казахстан, 110000, г. Костанай, ул. Байтурсынова, 47 
№007 каб. Тел.: 8 (777) 581-51-20 

Е-mail: vestnik.kru@ksu.edu.kz 
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INFORMATION FOR AUTHORS 
 

The journal «KMPI Zharshysy» is responsible for publishing the articles with original 
content on the results of research in the fields of pedagogical, social-humanitarian, physical and 
mathematical, technical, biological, chemical-technological, economical sciences, and ecology, 
international scientific relationships and etc. which were not printed previously. 

The decision to publish an article is considered by the editorial board of the journal after 
peer review. Rejected articles are not considered again by the editorial board. 

Articles are published in Kazakh, Russian and English languages. 
The journal is published four times a year (January, April, July, October). 
A subscription to the journal can be obtained at any post office of JSC "Kazpost". 

Subscription index 74081. 
All submitted manuscripts undergo expert peer review, professional editing, and plagiarism 

screening. Final decisions regarding publication are made by the journal’s editorial board based on 
the results of peer review. 

Articles are published under the following sections: 
• Education 
• Humanities and the Arts 
• Natural Sciences 
• Engineering and Technology 
• Social Sciences 
Article requirements: 
The volume of the text of the article should be between 15,000 and 60,000 signs, including 

spaces and footnotes (from 0,3 to 1,5 printed page, i.e. 5-24 pages). 
Technical requirements for the decoration of the text:  
Font: Times New Roman, size – 12, alignment – width of the page. 
Field: on 2 cm from all directions. 
Line spacing: single. 
Spacing between paragraphs «Before» – no, «After» – no. 
Indentation of "The first line"– 1,25. 
Text: one column on the page. 
The first (titular) page of the article must include the following information: 
1. UDC code. Boldface, position on the left side of the page. Assign the UDC to copyright 

material can be available here: http://teacode.com/online/udc/. 
2. Full name of the author. Bold italic, position on the right edge of the page through the line 

after the UDC code. 
3. Information about authors. Font style – italic, position on the right edge of the page: 

academic degree, academic title, position, place of work, city, country. 
4. Title. Uppercase letters, bold, position – at the center of the page. 
5. Abstract to the article. The word «Аbstract» (kaz. «Түйін», rus. «Аннотация»), boldface, 

position – at the center of the page, in a line after the title. Abstract is made in the language of the 
article. It is possible to replace the abstract on the language of the article to the summary on the 
language of the article. Text of abstract: 500–800 signs including spaces, italics, position – the 
width of text, indents on the left and right – 2 cm, indentation of "the first line" – 1.25. 

6. Summary of the article. It is made out in two languages differ from the language of the 
article, with the translation of the title of the article. Text of summary: italic, after references, 500–
800 signs including spaces, alignment – the width of page, indentation of "the first line" – 1.25. 

7. Key words (from 5 to 8). Key words are written in three languages, are located 
accordingly under the «Abstract» and «Summary». The phrase «Key words» (kaz. «Кілт сөздер», 

http://teacode.com/online/udc/
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rus. «Ключевые слова»): boldface, indents on the left and right – 2 cm, after the phrase there is a 
colon. Key words are written after the phrase "Key words" in the same line, separated by a comma. 

8. Main text of the articleconsists of the following parts:  
1) Introduction (kaz. – Кіріспе, rus. – Введение). 
2) Materials and Methods (kaz. – Материалдар мен әдістер, rus. – Материалы и методы). 
3) Results (kaz. – Нәтижелер, rus. – Результаты). 
4) Discussion (kaz. – Талқылау, rus. – Обсуждение). 
5) Сonclusions (kaz. – Қорытынды, rus. – Выводы). 
6) Аppreciation (kaz. – Ризашылық білдіру, rus. – Благодарности). 
Parts 3 and 4 may be combined, part 6 – if it is necessary.  
Parts of the article should be numbered, Arabic numerals without a dot. Headings of parts –

font Times New Roman, size – 12, boldface, position on the left side of the page. 
While highlighting only Arabic numerals should be used in the text of selected items or lists. 
9. References (kaz. – Әдебиеттер тізімі, rus. – Список литературы). References should 

be listed at the end of the article and headlined as «References» –font Times New Roman, font size 
– 12, boldface, indent 1.25. 

Information about the sources should be arranged in order of appearance of references to 
sources in the text, and numbered in Arabic numerals without a dot, font size – 11, indent 1.25 cm. 
References to the sources used should be given in square brackets. Bibliographic record is made in 
language of the original source. 

Output data of books must include: surname of the author (authors), initials, name, place of 
publication, publisher, year of publication, number of pages. For example: Семенов, В.В. 
Философия: итог тысячелетий. Философская психология. – Пущино: ПНЦРАН, 2000. – P. 
60–65. 

Output data of articles from journals and periodicals must include: surname of the author 
(authors), initials, title of the article, title of the journal, year, number of publication, number of 
pages. For example: Голубков Е.П. Маркетинг как концепция рыночного управления // 
Маркетинг в России и зарубежом. – 2001. – № 1. – P. 89–104. 

Output data of collections is indicated in the following order: surname of the author 
(authors), initials, title of the article, title of the collection, year of publication, number of pages. For 
example: Зимин А.И. Влияние состава топливных эмульсий на концентрацию оксидов азота и 
серы в выбросах промышленных котельных // Экологическая защита городов: тез. докл. 
науч.-техн. конф. – М.: Наука, 1996. – P. 77–79. 

Output data of electronic resources provides information about the author, title, date and 
place of edition, or publication, also indicates the information carrier, system requirements, access 
mode (to the Internet resources) (Художественная энциклопедия зарубежного классического 
искусства [Электронный ресурс]. – Электрон. текстовые, граф., зв.дан. и прикладная прогр. 
(546 Мб). – М.: Большая Рос. энцикл. [и др.], 1996. – 1 электрон. опт. диск (CD-ROM) + рук. 
Пользователя (1 c.). – Систем. требования: ПК 486 или выше; 8 Мб ОЗУ; Windows 95 или 
новее; SVGA 32768 и более цв.; 640х480; 4х CD-ROM дисковод; 16 бит. зв.карта; мышь; 
Faulkner, A., Thomas, P. Проводимые пользователями исследования и доказательная меди-
цина [Электронный ресурс] // Обзор современной психиатрии: электронный журнал. – 2002. 
– Вып. 16. – Режим доступа: http://www.psyobsor.org). 

10. Design of tables. Each table should be numbered and titled. Table number and heading 
are placed above the table. Number is issued as «Table 1» («Кесте 1», «Таблица 1»), font style – 
italic. Table heading is placed by a dash, font – Times New Roman, size – 11, font style – regular, 
at the center of the page. The position of the text in the table – to the left, the font – Times New 
Roman, size – 11.  

11. Design of graphic materials. Graphic materials should be prepared by using the 
programs «Microsoft Graph» or «Excel» without scanning. 

Graphical objects should be presented as a picture or grouped objects. 

http://sozdik.kz/ru/dictionary/translate/kk/ru/%D1%82%D0%B0%D0%BB%D2%9B%D1%8B%D0%BB%D0%B0%D1%83/
http://www.psyobsor.org/


 
ҚМПИ ЖАРШЫСЫ № 2(82), 2026                                                                                  ВЕСТНИК КГПИ № 2(82), 2026 
 

188 

Graphical objects should not extend beyond the page margins, and have no more than one 
page. 

Each object must be numbered and titled. Number of the object and title are placed under the 
object. Number is presented as «Рicture 1» («Сурет 1», «Рисунок 1»), the font – Times New 
Roman, italic, size – 11, position of the text–at the center of the page. Then, the title – the font – 
Times New Roman, size – 11, font style – regular. 

12. Design of formulas. Mathematical formulas are made through the «Microsoft Equation» 
formula editor. The numbering is affixed to the right in brackets. If there is a large number of 
formulas it will be recommended their independent numbering for each section. 

 
13. The article must have: 
- information about the author: surname,name, patronymic, academic degree,academic title, 

position, place of work (name of institution, organization, faculty, department), office and mobile 
phone numbers; 

- review of the candidate or doctor of sciences, PhD doctors (for authors without scientific 
degree). 

Editors are not liable for reviewing all incoming materials and do not enter into a 
discussion with the authors of rejected materials. 

The views expressed by the authors do not necessarily reflect those of the editorial board. 
The author(s) shall responsible for the accuracy of the submitted materials. Reprinting of materials 
is permitted only with appropriate reference to the journal. 
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