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жұлдыз тәрізді функцияларының ��∗[�,�] класына жатады. Берілген класс үшін өсу теоремасы 
алынады және α ретінің жұлдыз тәрізділік радиусы анықталады, оның ішінде �(�) функциясы дөңес 
болған жағдайда. Ерекше жағдайларда бұрын белгілі және жаңа нәтижелер сериясы алынады. 
Алынған барлық нәтижелер дәл болып табылады. 

Түйінді сөздер: жұлдыз тәрізді функциялар, өсу теоремасы, жұлдыз тәрізді радиустар. 
 

MAYER, F.F. 
ON SOME CLASSES OF CLOSE-TO-STARLIKE FUNCTIONS BASED ON THE YANOVSKIY 

CLASS 

The article examines the class ���∗(�, �,�,�) of close-to-starlike functions �(�), defined using the 

condition ���(�)�(�)
�1 �⁄ − �� ≤ �, � > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1, where the function �(�) belongs to the class ��∗[�,�] of 

Yanovskiy starlike functions. For this class, the growth theorem is obtained and the radius of starlikeness 
formation of the order α is determined, including in case when the function �(�) is convex. In particular cases, 
a number of previously known and new results are obtained. All the results obtained are accurate. 

Keywords: close-to-starlike functions; growth theorem; radii of starlikeness. 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР БЕРНАЦКОГО НА КЛАССЕ 

ЗВЕЗДООБРАЗНЫХ ФУНКЦИЙ ЯКУБОВСКОГО 

 

Аннотация 
В геометрической теории функций различным интегральным 

операторам посвящен большой цикл работ, в которых определяется образ 
заданного класса регулярных функций при интегральном преобразовании, либо 
исследуется область значений, входящих в этот оператор показателей, при 
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которых он осуществляет отображение класса S однолистных функций (либо 
его подклассов) в себя или в другие подклассы. 

В настоящей статье исследуется множество значений вещест-
венного показателя, при котором интегральный оператор Бернацкого 
отображает класс звездообразных в единичном круге функций Яновского, 
имеющих разложение вида �(�) = � + ��+1��+1 + ��+2��+2 + ⋯ , � ∈ �,� ≥
1, и удовлетворяющих условию �� �′(�)�(�)

− �� ≤ � в класс �(�) функций, почти 
выпуклых порядка �, или, в частности, в класс �о выпуклых функций. Также 
получены теоремы искажения и вращения для интеграла Бернацкого на классе 
звездообразных функций Яновского. Результаты статьи обобщают или 
усиливают ранее известные результаты. 

Ключевые слова: однолистные функции, интегральный оператор 
Бернацкого, выпуклые функции, звездообразные функции, почти выпуклые 
функции. 

 

1 Введение 

Пусть ℛ есть класс регулярных в круге � = {�: |�| < 1} функций �(�) = � + �2�2 +�3�3 + ⋯ , � ∈ �, и �, �о, �∗ и � – классы функций �(�) ∈ ℛ, соответственно однолистных, 
выпуклых, звездообразных и почти выпуклых в � [1].  

Рассмотрим классы ��∗(�, �) и ��о(�, �)  функций �(�) ∈ �, имеющих разложение в ряд 
вида �(�) = � + ��+1��+1 + ��+2��+2 + ⋯ ,   � ∈ �, � ≥ 1,                                      (1)  
и удовлетворяющих соответственно условиям �� �′(�)�(�)

− �� ≤ �,   � ∈ �,                                                                (2) �1 + � �′′(�)�′(�)
− �� ≤ �,   � ∈ �.                                                       (3) 

В обоих случаях считается, что �, � ∈ ℝ, причем |� − 1| < � < �. 
Класс �1∗(1,1) был введен и изучался в работе [2]. При � = 1 классы  �∗(�, �) и �о(�, �) 

были введены Якубовским и изучались в работах [3-5], а при � ≥ 1 – в работе [6].  
Между классами ��∗(�, �) и ��о(�, �) имеется простая связь, которая выражается 

соотношением �(�) ∈ ��о(�, �)     ⇔     �(�) = ��′(�) ∈ ��∗(�, �).                                     (4) 

Кроме того, ��∗(�, �) ⊂ ��∗ и ��о(�, �) ⊂ ��о при � = � − �, где ��∗ и ��о – классы 
звездообразных порядка � и выпуклых порядка � функций, удовлетворяющих соответственно 
условиям �� � �′(�)�(�)

≥ � и 1 + �� � �′′(�)�′(�)
 ≥ �.  

В ряде работ (напр., [4, 6]) изучался класс ��∗[�,�] функций �(�), удовлетворяющих 
условию � �′(�)�(�)

≺ 1+��1+�� ,   � ∈ �,−1 ≤ � < � ≤ 1, известный как класс звездообразных функций 
Яновского, и аналогичный класс ��о[�,�]. В [4] найдены соотношения между параметрами �, � 

и �,�, обеспечивающими совпадение классов ��∗(�, �) и ��∗[�,�] (��о(�, �) и ��о[�,�]). 
Пусть �(�) – класс функций, почти выпуклых порядка �, заданный с помощью условия ���� 

�′(�)�′(�)
 � ≤ � �

2
,   0 ≤ � ≤ 1,   � ∈ �,                                          (5) 

где �(�) ∈ �о. При � = 1 класс � = �(1) введен Одзаки и Капланом (см. [1, §4], а в общем 
случае, при 0 ≤ � ≤ 1 – Ридом [7] и Реньи [8]. Заметим, что �о = �(0) ⊂ �(�) ⊂ �(1) =�,   0 ≤ � ≤ 1.  

Соотношение (4) выражает и хорошо известную связь классов выпуклых и 
звездообразных функций. Именно �(�) ∈ �о ⇔ �(�) = ��′(�) ∈ �∗. Равенство �(�) = ��′(�) 
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можно рассматривать как дифференциальный оператор Ψ[�](�) = ��′(�), представляющий 
собой биекцию �о → �∗. Интегральный оператор Бернацкого (см. [1], §14) Φ(�) = ��[�](�) = � ��(�)� �� ��,   � ∈ ℝ,� ≠ 0,                                     (6)

�
0  

при � = 1 является обратным к оператору Ψ[�](�) и превращается в классический интеграл 
Бернацкого [1, §14]. Среди исследований оператора (6) отметим работы [5, 9-12]. 

Например, в работе [9] Меркесом и Райтом установлено, что если �(�) ∈ �∗, то Φ(�) 

будет почти выпуклой, если −1/2 ≤ � ≤ 3/2. Отметим также интересный результат 
Прохорова [10], где получены точные данные о преобразованиях ��[�](�):  �(�1) → �(�2) и ��[�](�): ��∗ → �(�). 

Вместе с оператором (6) часто рассматривают и тесно связанный с ним оператор (напр., 
[5]) �(�) = ��[�](�) = � ��′(�)����,   � ∈ ℝ,� ≠ 0.                                      (7)

�
0  

В настоящей работе в форме (3) получено достаточное условие однолистности (почти 
выпуклости порядка �) функции �(�) с разложением вида (1) и исследуются свойства 
интегрального оператора Бернацкого (6) в предположении, что �(�) ∈ ��∗(�, �). Полученные 
результаты усиливают, дополняют или обобщают целый ряд ранее известных результатов. 

2 Материалы и методы 

Базовым методом исследования данной статьи является метод подчиненности 
регулярных функций. Регулярную в � функцию �(�)  называют подчиненной регулярной 
однолистной в � функции �0(�), если �(�) ⊂ �0(�) и �(0) = �0(0). Если функция �(�)  

подчинена функции �0(�), то используют обозначение  �(�) ≺ �0(�),  
В статье [13], опираясь на подходы из [1, §9], получен следующий признак 

однолистности. 
Лемма 1. Пусть �(�) из ℛ разлагается в ряд (1) и удовлетворяет условию � �′′(�)�′(�)

≺�0(�),  где �0(�) – однолистна и звездообразна в круге �, причем �� �0(�) ≥ −�, � > 0, � ∈�. 
Если 0 < � ≤ 1, то �(�) ∈ �о. Если же � > 1 и выполняется условие  � − 1� �(�0) ≤ �� �

2
,     �(�0) = ���

|�|≤1 ��� � �0(�)�
0 ��� � ,                        (8) 

то функция �(�) является однолистной и почти выпуклой порядка � в круге �.  
Теорема 1. Пусть функция �(�) из ℛ разлагается в ряд вида (1) и удовлетворяет 

условию � � �′′(�)�′(�)
−�� ≤ �,   �,� ∈ ℝ, |�| < �, � ∈ �.                        (9) 

Если � −� ≥ −1, то �(�) ∈ �о. Если же  �−� ≤ −1  и выполняется условие � ≤ 1 + �� �
2

,                                                       (� = 0),                     (10) 

(� −� − 1)(� + �)� arcsin
�� ≤ �� �

2
,         ( � ≠ 0),                    (11) 

то функция �(�) является однолистной и почти выпуклой порядка � в круге �. 
Доказательство. Случай 0 < � ≤ 1 очевиден. При � > 1 в силу условия (10) имеем � �′′(�)�′(�)

≺ �0(�) =
(�2 −�2)�� −�� ,   |�| < �,                                      (12) 

где �0(�) – отображение круга � на круг |� −�| < �, нормированное условием �0(0) = 0.  
Пусть � ≠ 0. По формуле (9) с учетом (12) находим �(�0) = (�2 −�2)���

|�|≤1 ��� � ��� −���
0 � =

(�2 −�2)

|�|
���
|�|≤1 ���� �1 −�� ���. 
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Учитывая, что в силу (9) |�| < �, получаем �(�0) =
(�2 −�2)

|�|
arcsin

|�|� =
(�2 −�2)� arcsin

��. 

При � = 0, учитывая, что �0(�) = ��, аналогично находим �(�0) = �. 
Обозначим � = −(�−�). Поскольку в силу (9) �� �0(�) ≥ � −� = −� и 

выполняются условия (10)-(11), то выполнены все условия леммы 1. Поэтому �(�) ∈ �(�). 
Теорема доказана. 

Следствие 1. �(�) ∈ �(�), если она имеет вид (1) и удовлетворяет одному из условий �� � �′′(�)�′(�)
≤ ��

2
,       �� � �′′(�)�′(�)

≥ −�1 +
��
2
� .                        (13 − 14) 

Следствие 1 получается из теоремы 1 переходом к пределу при � → ∞ в случаях, когда � + � = ℎ (ℎ = �����),ℎ > 0, или �−� = −ℎ (ℎ = �����),ℎ > 0. 
Отметим, что при � = � = 1 условия однолистности (13-14) в виде �� � �′′(�) �′(�)⁄ ≤

1 2⁄  и �� � �′′(�) �′(�)⁄ ≥ −3 2⁄  первоначально получены в работах Одзаки и Умедзавы [1, 
§9]. 

3-4 Результаты и обсуждение 

3-4.1 Геометрические свойства интеграла Бернацкого на классе ��∗ (�,�) 

Теорема 2. Пусть �(�) ∈ ��∗(�, �). Тогда интеграл Бернацкого Φ(�) является 
функцией, почти выпуклой порядка � ≥  �0, причем: 

при � = 1 �0 =
2�� �    0,                         � ∈ [−1/�; 1/�]  

(|�|� − 1),         � ∉ [−1/�; 1/�]
;                                            (15) 

при � ≠ 1 

�0 =

⎩⎪⎪⎨
⎪⎪⎧ 2�� [�� − �(� − 1) − 1](� + � − 1)� − 1

arcsin
� − 1� , � ≥ 1

1 − (� − �)

0,                                                             
1

1 − (� + �)
≤ � ≤ 1

1 − (� − �)

2�� [�� + �(� − 1) + 1](� − 1 − �)� − 1
arcsin

� − 1� , � ≤ 1

1 − (� + �)

          (16) 

Доказательство.  Из соотношения (6) с учетом того, что �(�) ∈ ��∗(�, �), находим �1� � Φ′′(�)Φ′(�)
− (� − 1)� ≡ �� �′(�)�(�)

− �� ≤ �    или    �� Φ′′(�)Φ′(�)
− �(� − 1)� ≤ |�|�,    (17) 

то есть выполняется условие (9) с � = �(� − 1)  и  � = |�|�. 
Согласно теореме 1, если  �−� ≥ −1, то есть выполняется условие �(� − 1) − |�|� ≥ −1,                                                                 (18) 

то функция Φ(�) является выпуклой в круге �. 

Пусть � = 1, то есть � = 0. Тогда условие (18) приобретает вид |�| ≤ 1/� и интеграл 
Бернацкого Φ(�) будет выпуклой функций в круге � при всех  � ∈ [−1/�; 1/�]. Если же � ≤−1/� или � ≥ 1/�, то � −� ≤ −1 и функция Φ(�) будет почти выпуклой порядка � в круге �, причем � ≥  �0 =

2�� (�− 1) =
2�� (|�|� − 1).                                             (19) 

Пусть � ≠ 1, то есть � ≠ 0. Найдем, при каких � выполняется (18), то есть Φ(�) ∈ �о. 
Если � > 0, то условие (18) принимает вид �(� − 1) − �� ≥ −1 или ��1 − (� − �)� ≤

1. Поскольку в силу (2) 1 − (� − �) > 0, то � ≤ 1 [1 − (� − �)]⁄ . 

Если же � < 0, то из условия (18) получаем �(� − 1) + �� ≥ −1 или ��1 − (� + �)� ≤
1, которое с учетом неравенства � + � > 1 приобретает вид � ≥ 1 [1 − (� + �)]⁄ . 

Объединяя случаи � > 0 и � < 0, получаем, что условие (18) равносильно неравенству 
1 [1 − (� + �)]⁄ ≤ � ≤ 1 [1 − (� − �)]⁄ , при выполнении которого Φ(�) ∈ �о. 
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Пусть теперь  �(� − 1) − |�|� ≤ −1,                                                                 (20) 

то есть � −� ≤ −1. С учетом вышеизложенного это означает, что � ∉ [
11−(�+�)

;
11−(�−�)

]. В 
этом случае по теореме 1 порядок почти выпуклости функции Φ(�) определяется из 
соотношения (11), то есть � ≥  �0, где  �0 =

2�� (�−� − 1)(� + �)� arcsin
�� 

или �0 =
2�� (|�|� − �(� − 1) − 1)(�(� − 1) + |�|�)�(� − 1)

arcsin
�(� − 1)

|�|� .                    (21) 

Рассмотрим два случая. 
Пусть � ≥ 11−(�−�)

. Тогда � > 0 и из (21) получаем �0 =
2�� (�� − �(� − 1) − 1)(� + � − 1)� − 1

arcsin
� − 1� .                    (22) 

Если � ≤ 11−(�+�)
, тогда � < 0 и (21) преобразуется к виду �0 =

2�� (�� + �(� − 1) + 1)(� − 1 − �)� − 1
arcsin

� − 1� .                    (23) 

Учитывая, что Φ(�) ∈ �о при � = 0, в силу (22) и (23) приходим к утверждению 
теоремы 2. 

Поскольку �(0) = �о, то при � = 0 из теоремы 2 вытекает следующий результат статьи 
[11]. 

Следствие 2 [11]. Пусть �(�) ∈ ��∗(�, �). Тогда, если  � ∈ [−1/�; 1/�] при � = 1 и � ∈
[

11−(�+�)
;

11−(�−�)
]  при  � ≠ 1, то  Φ(�) ∈ �о. 

Следствие 3. Если �(�) ∈  �∗(�) и имеет вид (1), то Φ(�) ∈ �(�), причем � ≥  �0, где �0 =
2� �−�(1 − �),                              � < 0,

0,                    0 <  � ≤ 1 1 − �⁄ ,

[�(1 − �) − 1], � ≥ 1 1 − �⁄ .

 

Доказательство. Зафиксируем � − � = �, 0 ≤ � < 1. Тогда при � → ∞ класс ��∗(�, �) 

преобразуется класс ��∗. Полагая � = � + � в (22) и в (23), и переходя к пределу при � → ∞, 
получим соответственно �0 =

2� [�(1 − �) − 1] при � ≥ 11−(�−�)
=

11−�  и �0 = − 2� �(1 − �) при � <
11−(�+�)

= lim�→∞ 11−(2�+�)
= 0. Выпуклость Φ(�) при 0 <  � ≤ 1/(1 − �) очевидна. 

При � = 1 этот результат получен другим способом в работе [10] и позже, как следствие 
из основного результата, в [12]. Отметим также, что в [10] обоснована и точность данного 
результата.  

Следствие 4. Пусть �(�) ∈ ��∗(�, �) и выполняется условие −��
2

� − 1

(�2 − (� − 1)2) arcsin
�−1� +

1

1 − (� + �)
≤ � ≤ 1

1 − (� + �)
                (24) 

или 
1

1 − (� − �)
≤ � ≤ ��

2

� − 1

(�2 − (� − 1)2) arcsin
�−1� +

1

1 − (� − �)
,                (25) 

то Φ(�) ∈ �. 
Доказательство. Рассмотрим случай � = 1 теоремы 2. 
Пусть � ≥ 11−(�−�)

. Тогда из условия (16) получаем 

2�� [�� − �(� − 1) − 1](� + � − 1)� − 1
arcsin

� − 1� ≤ 1    
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или �� − �(� − 1) ≤ ��
2

� − 1

(� + � − 1) arcsin
�−1� + 1, 

откуда вытекает правая оценка (25). 
Если � ≤ 11−(�+�)

, то аналогично с учетом неравенства � − 1 − � < 0 находим �� + �(� − 1) ≥ ��
2

� − 1

(� − 1 − �) arcsin
�−1� − 1, 

откуда получаем левую оценку (24). 
Следствие 4 усиливает и обобщает на случай � ≥ 1 теорему 1 из [5]. Кроме того, при � − � = 0, � → ∞ класс ��∗(�, �) преобразуется в класс �∗, и следствие 4 приводит к 

обобщению на случай � ≥ 1 известного результата Меркеса и Райта [9]. 
Следствие 4 усиливает и обобщает на случай � ≥ 1 теорему 1 из [5]. Кроме того, ��∗(�, �) = �∗ при � − � = 0, � → ∞ и мы получаем обобщение на случай � ≥ 1 результата 

Меркеса и Райта [9]. 
Следствие 5. Пусть �(�) ∈ �∗ и разлагается в степенной ряд вида (1). Тогда Φ(�) ∈ �, 

если  −�
2
≤ � ≤ �

2
+ 1. 

3-4.2 Теорема искажения для интеграла Бернацкого на классе ��∗ (�,�) 

Лемма 2. Пусть �(�) ∈ ��∗(�, �). Тогда  

lnΦ′(�) ≺ �0(�) =
�� � �� ,                                                   � = 1,�2 − (� − 1)2

1 − � ln �1 +
1 − �� �� ,� ≠ 1.  

            (26) 

Доказательство. Поскольку �(�) ∈ ��∗(�, �), то  � 
�′(�)�(�)

≺ � + (�2 − �2 + �)�� + (1 − �)� . 

Поэтому с учетом (6) получаем � (lnΦ′(�))′ = � �� 
�′(�)�(�)

− 1� ≺ �0(�) = � [�2 − (� − 1)2]�� + (1 − �)� .                   (27) 

В статье [14] установлено, что если функция �(�) = ���� + ��+1��+1 + ⋯ ,   � ∈ �, � ≥
1, удовлетворяет условию ��′(�) ≺ �0(�), где функция �0(�) звездообразна в �, то  �(�) ≺ �0(�) =

1�� �0(�)� ���
0 . 

В силу этого, из подчиненности (27) получаем 

lnΦ′(�) ≺ �0(�) =
��� �2 − (� − 1)2� + (1 − �)� ���

0 , 

откуда после вычисления интеграла с учетом двух случаев (� = 1 и � ≠ 1), приходим к (26). 
Теорема 3. Если �(�) ∈ ��∗(�, �), то в круге |�| ≤ � выполняются точные оценки 

1) при � = 1 ��� �− |�|�� ��� ≤ |Φ′(�)| ≤ ����|�|�� ��� 

,                                           (29) 

|argΦ′(�)| ≤ |�|�� ��,                                                          (30) 

2) при � ≠ 1  �1 − (���� �)
1 − �� ����2−(1−�)2�(1−�) ≤ |Φ′(�)| ≤ �1 + (���� �)

1 − �� ����2−(1−�)2�(1−�)

.         (31) 
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|argΦ′(�)| ≤ |�|[ �2 − (1 − �)2]�(1 − �)
arcsin�1 − �� ��� .                                 (32) 

Доказательство. Поскольку �(�) ∈ �∗(�, �), то в силу леммы 2 имеет место 
подчиненность (26). Обозначая  �� = {�: |�| ≤ �}, с учетом разложения lnΦ′(�) = ���� +��+1��+1 + ⋯ ,� ≥ 1, на основе метода подчиненности получим включение областей 

 lnΦ′(�� ) ⊂ �0(���).                                                             (33) 
Поскольку область �0(�) является выпуклой и симметрична относительно 

действительной оси, то 

min
|�|≤� �� �0(�) =  �0(−(���� �) ∙ �), max

|�|≤�  �� �0(�) =  �0((���� �) ∙ �) 

и в силу (33) в круге |�| ≤ � имеет место оценка −(���� �)
��� �� ≤ �� lnΦ′(�) = ln|Φ′(�)|  ≤ (���� �)

��� ��   при   � = 1 

и  
1� �2 − (1 − �)2

1 − � ln �1 − (���� �)
1 − �� ��� ≤ �� lnΦ′(�) = ln|Φ′(�)| ≤ ≤ 1� �2−(1−�)21−� ln �1 + (���� �)

1−�� ���  при � ≠ 1, 
откуда вытекают оценки (29) и (31). 

Для доказательства оценок (30) и (32) отметим, что в силу (26) lnΦ′(�) ≺ �0(�). 
Поэтому |argΦ′(�)| ≡ |�� lnΦ′(�)| ≤ max

|�|≤��|�� �0(�)|. Следовательно, при � = 1 

|argΦ′(�)| ≤ |�|�� ��, а при � ≠ 1 |argΦ′(�)| ≤ |�|� �2−(1−�)2
|1−�|

max
|�|≤�� �arg �1 +

1−�� ��� =

|�|� �2−(1−�)21−� arcsin �1−�� ���. 
3-4.3 Свойства интегрального оператора (7) 
Если �(�) ∈ ��о(�, �), то в силу соотношения (4)  �(�) = ��′(�) ∈ ��∗(�, �) и �(�) = � ��′(�)�����

0 = � ��(�)� �� ���
0 = Φ(�) 

Поэтому свойства оператора Бернацкого можно перенести на оператор �(�) = ��[�](�) 

заданный по формуле (7). Например, верна следующая теорема. 
Теорема 4. Пусть �(�) ∈ ��о(�, �). Тогда интегральный оператор �(�)  
1) является функцией, почти выпуклой порядка � ≥  �0, причем �0 определяется по 

формулам (15)-(16); 
2) удовлетворяет оценкам (29)-(32). 
При � = 1 из (7) вытекает, что �(�) = �(�). Поэтому, если �(�) ∈ ��о(�, �), то по 

теореме 4 �(�) будет удовлетворять оценкам (29)-(32), в которых вместо Φ′(�) надо записать �′(�). В частности, для функций �(�) ∈ ��о отсюда получим оценки 

(1 + ��)
2(�−1)� ≤ |�′(�)| ≤ (1 − ��)

2(�−1)� ,         |arg�′(�)| ≤ 2(1 − �)� ,  
первая из которых для случая � = 1 приведены, например, в [15, с.56, теорема 2.3.5]. 

5 Выводы  
В настоящей статье решена задача определения области значений вещественного 

показателя �, входящего в интегральный оператор Бернацкого Φ(�) = ∫ (�(�) �⁄ )����0 , при 
условии, что этот оператор отображает класс звездообразных функций Яновского, 
удовлетворяющих условию �� �′(�)�(�)

− �� ≤ �, в класс функций, почти выпуклых порядка �. В 
дополнение к основному результаты получены теорема искажения и теорема вращения для 

интеграла Бернацкого на классе звездообразных функций Яновского.  
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МАЙЕР, Ф.Ф., ХАБДУЛЛИНА, Г.Ж.  
ЯКУБОВСКИЙДІҢ ЖҰЛДЫЗ ТӘРІЗДІ ФУНКЦИЯЛАР КЛАСЫНДАҒЫ БЕРНАЦКИЙДІҢ 

ИНТЕГРАЛДЫ ОПЕРАТОРЫ 

Геометриялық функциялардың теориясында әр түрлі интегралды операторларға интегралды 
түрлендіру кезінде тұрақты функциялардың берілген класының бейнесі анықталатын немесе осы 
операторға кіретін көрсеткіштердің мәндерінің ауқымы зерттелетін жұмыстардың үлкен циклі 
арналған, онда ол бір жапырақты функциялардың s класын (немесе оның ішкі сыныптарын) өзіне 
немесе басқа ішкі сыныптарға бейнелейді. Бұл мақалада нақты көрсеткіштің көптеген мәндері 
зерттеледі, онда бернацкийдің интегралды операторы �(�) = � + ��+1��+1 + ��+2��+2 + ⋯ , � ∈�,� ≥ 1, түрінің ыдырауы бар Яновский функцияларының бірлік шеңберіндегі жұлдыздар класын 
көрсетеді және �� �′(�)�(�)

− �� ≤ � класы �(�) функциялары, дерлік дөңес ретті �, немесе, атап 
айтқанда, сынып �о дөңес функциялар. Яновскийдің жұлдыз тәрізді функциялар класындағы 
Бернацкий интегралы үшін бұрмалау және айналу теоремалары да алынды. Мақаланың нәтижелері 
бұрын белгілі болған нәтижелерді қорытындылайды немесе күшейтеді. 

Түйінді сөздер: бір жапырақты функциялар, бернацкийдің интегралды операторы, дөңес 
функциялар, жұлдыз тәрізді функциялар, дөңес функциялар. 
 

MAYER, F.F., KHABDULLINA, G.Zh.  
BERNATSKIY INTEGRAL OPERATOR ON THE CLASS OF YAKUBOVSKIY STARLIKE 

FUNCTIONS 

In the geometric theory of functions, a significant amount of papers is devoted to various integral 
operators. These studies define the image of a given class of regular functions under an integral transformation 
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https://www.mathnet.ru/%20links/e7c4d119db41755ee64c4677f4c40f9b/rm4232.pdf
https://doi.org/10.4153/CJM-1985-004-7
https://doi.org/10.1017/S0004972700009916
https://doi.org/10.1017/S1446788700033577
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https://doi.org/10.1201/9780203911624


 
ҚМПИ ЖАРШЫСЫ №1(77), 2025 ВЕСТНИК КГПИ №1(77), 2025 

 

64 

or investigate the range of values for the parameters involved in the operator. These parameters determine 
whether the operator maps the class S of univalent functions (or its subclasses) onto itself or into other 
subclasses. 

In this article, we study the set of values of the real exponent, in which the Bernatskiy integral operator 
displays a class of starlike Yanovskiy functions in the unit circle having a decomposition of the form �(�) =� + ��+1��+1 + ��+2��+2 + ⋯ , � ∈ �,� ≥ 1, and satisfying the condition �� �′(�)�(�)

− �� ≤ � in the class �(�) 
of functions close-to-convex of order �, or, in particular, in the class �о of convex functions. Distortion and 
rotation theorems for the Bernatskiy integral on the class of Yanovskiy starlike functions are also obtained. 
The results of the article summarize or enhance previously known results. 

Keywords: univalent functions, Bernatskiy integral operator, convex functions, starlike functions, 
close-to convex functions. 
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Аннотация 
Теорией случайных процессов называется раздел математики, кото-

рый изучает закономерности случайных явлений в динамике их развития. При 
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