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КІРІСПЕ

Дифференциалдық геометрия – геометрияның геометриялық бейнелерді математикалық талдау тәсілімен зерттейтін бөлімі. Дифференциалдық геометрияда алдымен қисықтар мен беттердің шектеусіз аз үйірлерінің қасиеттері айқындалады, содан кейін қисық пен беттің тұтас тұлғасындағы ерекшеліктері анықталады. Дифференциалдық геометрия математикалық талдаумен тығыз байланысты және онымен қатар дамып келді. Математикалық талдаудың кейбір түсініктері геометрияға байланысты шыққан. Мысалы, туынды түсінігі жанама түсінігінен, интеграл түсінігі аудан және көлем түсініктеріне байланысты шыққан. Дифференциалдық геометрияның шығу кезеңі ХҮІІ ғасыр деп есептелінеді және де оның шығу тарихы Л. Эйлер, Г. Монж есімдерімен байланысты. 1759 жылы «Анализдың геометрияға қосымшасы» атты Г. Монждың беттер теориясы бойынша шығармасы шықты.
1827 жылы К. Гаусс «Қисықтар мен беттер туралы жалпы зерттеулер» атты еңбегін жарыққа шығарды. Бұл еңбегінде ол беттер теориясының негізін салып берді. Осы кезеңнен бастап, дифференциалдық геометрия математикалық талдаудың қосымша саласы емес, жеке ғылым болып дами бастады. 

Ал 1826 жылы Н.И.Лобачевскийдің евклидті емес геометрияны ашуы, бүкіл геометрияның дамуынада үлкен роль атқарды. 
Дифференциалдық геометрияның зерттеу аппараты ретінде дифференциалдық есептеулер қолданылады. Геометриялық объектілер ретінде қисықтар мен беттер қарастырылады. Осы объектілерді ақырсыз кішкене бөліктерде зерттеу қисықты түзу, беттің бөлігін жазықтық ретінде қарастыруға мүмкіндік береді.

Аталған оқу құралында дифференциалдық геометрияның негізгі бөлімдері бойынша, атап айтқанда қисықтар және беттер теориясы бойынша үш жүзден артық жаттығулар мен есептер келтірілген. Әр параграфтың басында қысқаша теориялық мәліметтер беріліп, есептердің шығару жолдары көрсетілген. Студенттерге өз білімдерін тексеру үшін тест тапсырмалары, өздік тапсырмалар ұсынылған. Тест тапсырмалары жауаптармен қамтамасыз етілген.
Әдістемелік құралдың соңында әрбір есепке жауаптар берілген. Қиындығы жоғары есептердің шешу жолдары, ал кейбір есептерді шешу үшін нұсқаулар келтірілген.
«Дифференциалдық геометриядан есептер жинағын» осы пәнді игеруге арналған оқу құралы ретінде қолдануға болады. Оқу құралы 5В010900- Математика мамандығы бойынша оқитын студенттерге арналған. 

I ҚИСЫҚТАР ТЕОРИЯСЫ
1.1 Скаляр аргументке тәуелді вектор–функция
Анықтама: a < t < b аралық берілсін. Егер tє(a,b) әрбір мәніне 
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 векторының анықталған мәні сәйкестендірілсе, онда осы аралықта скаляр аргументке тәуелді вектор-функция берілді дейміз.
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Вектор-функция үшін үзіліссіздік ұғымы скаляр-функция сияқты енгізіледі.

Анықтама: Егер 
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 нүктесінде үзіліссіз деп аталады.
Анықтама: 
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 вектор-функцияның туындысы деп 
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Вектор функцияны дифференциалдау ережелері
1 теорема: Вектор-функциялардың қосындысының туындысы олардың туындылардың қосындысына тең.
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(1)

2 теорема: Вектордың скалярға көбейтіндісі, векторладың скалярлы және векторлық көбейтіндісі скалярлық анализдің ережесі бойынша дифференциалданады.
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(3) формуладан скаляр квадратты дифференциалдау ережесі шығады.
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3 теорема: Векторлардың аралас көбейтіндісі келесі ереже бойынша дифференциалданады.
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4 теорема: Тұрақты вектордың туындысы нөлге тең.
Вектор-функцияның туындысының координаталарын табу
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 ортонормаланған базис берілсін. 
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Координатаның туындысы дифференциалданатын вектор–функцияның сәйкес координаталарының туындысына тең.
Мысалдар:
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 вектор функция үшін скаляр функцияларды анықтау керек және оның анықталу облысын көрсету керек.
Шешуі: Вектор-функция координаталық түрде берілген, сондықтан скаляр функцияларды көрсетуге болады:
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Вектор функцияның анықталу облысын табу үшін, x(t), y(t), z(t) функцияларының әрқайсысының анықталу облысын тауып, теңсіздіктер жүйесін щешу керек.
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Әрбір теңсіздікті шешіп, координаталық түзуде аралықтардың қиылысуын табамыз 
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Жауабы: 
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ә) Келесі вектор-функциялар берілген: 
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. Осы функциялардың скаляр көбейтінділерінің туындысын табу керек. 
Шешуі: Екі вектор-функцияның скаляр көбейтіндісінің туындысын табу үшін, вектор-функцияны дифференциалдау ережесін қолданамыз: 
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Осы формулаға берілген вектор-функцияларды қойып, келесі теңдікті аламыз:
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Жауабы: 
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№1-2 Келесі вектор функциялар үшін скаляр функцияларды анықтау керек және оның анықтау облысын көрсету керек.
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№3-7. Келесі вектор-функциялардың туындыларын табу керек.
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 вектор-функциялардың скаляр көбейтіндісінің туындысын табу керек.
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 векторларының бір-біріне перпендикуляр екенін дәлелдеу керек.
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1.2 Қисықтың әртүрлі берілу тәсілдері
 Е3 кеңістігіндегі қозғалушы М нүктесінің t
[image: image52.wmf]Î

I уақыт кезендегі орны координаталар басы О нүктесіне қарағанда ОМ=r(t) радиус-векторымен бір мәнді анықталады. 
I –сандық аралық (сегмент, интервал, жартылай интервал)

Қозғалыс кезінде r(t) радиус векторының бағыты да, шамасы да өзгереді.

Демек, t айнымалысы I аралығында өзгергенде r(t) радиус-векторы t скаляр аргументінің вектор функциясы болады. 
(i,j,k) базисында әрбір t кезеніңде М нүктесінің координаталары x(t), y(t), z(t) болғандықтан 
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(1) теңдігі - М нүктесінің (0,i,j,k) базисындағы қозғалыс заңы деп аталады.

Кеңістіктегі нүктелердің геометриялық орнын осы нүктенің траекториясы деп атайды. t
[image: image54.wmf]Î

 I аралығында өзгергенде М нүктесі Е3 кеңістігіндегі кейбір L-траекториясын сызады.

Анықтама: Егер (1) векторлық теңдік t скаляр аргументті I аралығын М нүктесінің траекториясына гомеоморфты (өзара бір мәнді) бейнелесе, онда М нүктесінің траекториясын элементар қисық деп атайды. 
Анықтама: Егер бейнелеу қайтымды, үзіліссіз және кері бейнелеу де үзіліссіз болса, онда f бейнелеу гомеоморфты деп аталады.

Е3 кеңістігіндегі түзү, кесінді және сәуле қарапайым сызықтар деп аталады.

Анықтама: Осы сызықтардың кез келген біреуіне гомеморфты Е3 кеңістігіне тиісті F фигурасы элементар қисық деп аталады. 
Кесіндіге гомеоморфты фигура доға болады.

Ұштары Ажәне В нүктелері болатын жарты шеңбер немесе жарты эллипс АВ кесіндісіне гомеоморфты, яғни элементар қисық.

Енді элементар L қисығының О хуz координаталар жүйесіндегі теңдеуін анықтайық.

Тік бұрышты координаталар жүйесіндегі әрбір t 
[image: image55.wmf]Î

Iсанына координаталары x(t),y(t),z(t) функциялары болатын М (х,у,z) нүктесі сәйкес келеді. 
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(2)- L сызығының векторлық теңдеуі.
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 (3)

(3) теңдеуі кеңістіктік қисықтың параметрлік теңдеуі. 
Анықтама:Саны шектеулі немесе саналымды жиын болатын элементар сызықтармен жабуға мүмкін болатын Е3 кеңістігіне тиісті Ф фигурасы қисық деп аталады.

Анықтама: Егер х(t),y(t), z(t) функцияларының I аралығында к- ретке дейін үзіліссіз туындылары бар және бүкіл I аралығында
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 болса, онда L қисығы к-класты тегіс қисық деп аталады.
Мысал: Параметр ретінде координаталар бас нүктесін және қисықтың кез келген нүктесі арқылы өтетін түзудің бұрыштық коэффициентін алып, 

[image: image59.wmf]0

2

2

2

=

-

+

ax

y

x

 шеңберінің параметрлік теңдеуін құру керек.
Шешуі: (сурет1. Шеңбердің параметрлік теңдеуін құру)
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Сурет 1. Шеңбердің параметрлік теңдеуін құру.
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 шеңберінің теңдеуін канондық түрге келтіреміз 
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үшбұрыштары ұқсас. Ендеше осы үшбұрыштардың ұқсастық қатынастарын құрамыз: 
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 шеңбердің параметрлік теңдеуі келесі түрде болады:
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Жауабы: 
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Өз бетімен шығаруға арналған есептер
№16 Жазықтықта берілген F1 және F2 (
[image: image78.wmf]b
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) нүктелеріне дейінгі арақашықтықтардың көбейтіндісі 
[image: image79.wmf]2

a

 тұрақты шама болатындай барлық нүктелер жиынынан тұратын жазық фигураның теңдеуін құру керек (Кассини қисығы).
№17 Ұзындығы 2а-ға тең, диаметрі ОА болатын шеңбер берілген. А нүктесі арқылы шеңберге жанама жүргізілген. О нүктесі арқылы ОС сәулесі жүргізіліп, сол сәуленің бойында АВ жанама мен шеңбер арасында тұйықталған ВС кесіндісіне тең ОМ кесіндісі салынған. ОС сәулесін О нүктесі арқылы айналдырылған кезде М нүктесі Диоклес циссоидасы деп аталатын траектория сызады. Осы траекторияның теңдеуін құру керек.

№18 М нүктесі ОN түзуінің бойымен О нүктесін бірқалыпты айнала қозғалады. М нүктесінің траекториясының теңдеуін жазу керек (Архимед спиралі).

№19 Ұзындығы 2а тұрақты шама болатын АВ кесіндісі өзінің ұштары арқылы 
[image: image80.wmf]xOy

 тікбұрышты координаталар жүйесінің осьтерінің бойымен жылжиды. Координаталар бас нүктесінен АВ түзуіне ОМ перпендикуляр жүргізілген. Осындай М нүктелері арқылы құрылған фигураны жазу керек (төртжапырақты раушан гүл).

№20 Радиусы а-ға тең щеңбердің қандай-да бір О нүктесі арқылы сәуле айналады. Осы сәуленің бойында А нүктесінің екі жағына да шеңбермен қиылысқанға дейін ұзындықтары 2b-ға тең АМ1 және АМ2 кесінділері салынады. Осы М1 және М2 нүктелері арқылы сызылған фигураның теңдеуін құру керек (Паскаль улиткасы, дербес жағдайда a=b болса, кардиоида).
№21 Ұзындығы а-ға тең АВ кесіндісі өзінің ұштары арқылы тік бұрышты координаталар жүйесінің осьтері бойымен жылжиды. АС және ВС түзулері координаталар осьтеріне параллель және С нүктесінде қиылысады. С нүктесінен АВ түзуіне СМ перпендикуляр жүргізілген. Осындай М нүктелерінен тұратын траекторияның теңдеуін жазу керек (астроида). 
№22 Радиусы а-ға тең дөңгелек түзу бойымен жылжиды. Дөңгелектің центрінен d ара қашықтықта орналасқан және дөңгелекпен қатаң түрде байланған М нүктесінің траекториясының теңдеуін құру керек (мұндағы d=a болса –циклоида, d<a болса -қысқартылған циклоида, d>a болса – ұзартылған циклоида).

1.3 Қисыққа жүргізілген жанама және нормаль
Анықтама: Қиюшы түзудің шектік жағдайы қисыққа жүргізілген жанама деп аталады

Анықтама: Қисықтың M(t) нүктесі және оған шексіз жақын 
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 нүктелері арқылы өтетін қиюшының 
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 шектік жағдайы берілген нүктедегі қисықтың жанамасы деп аталады. 
Теорема: 
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векторлық теңдеуімен берілген, Lтегіс қисықтың әрбір M нүктесінде осы M нүктесі және бағыттаушы 
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 векторымен анықталған T жанамасы бар болады 
Анықтама: Жазық қисықтың нормалі деп сол жазықтықта жататын, жанамаға перпендикуляр және жанасу нүктесі арқылы өтетін түзуді атайды.
Қисықтың әр түрлі берілу тәсілдеріндегі жанама мен нормальдың теңдеулері
	Қисықтың берілу тәсілдері
	Жанаманың теңдеуі
	Нормальдің теңдеуі
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Параметрлік түрде
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Айқын емес түрде
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Мысалдар:

а) 
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) нүктелерінде жүргізілген жанама және нормальдың теңдеулерін құру керек.
Шешуі: Қисық айқын түрде берілген, сондықтан есепті шешу үшін келесві формулаларды қолданамыз:
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Табылған мәндерді бірінші формулаға қойып, жанаманың теңдеуін аламыз:
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Табылған мәндерді екінші формулаға қойып, нормальдың теңдеуін аламыз:
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Жауабы: 
[image: image138.wmf]0

sin

cos

=

-

+

ab

t

ay

t

bx

 - жанаманың теңдеуі, 
[image: image139.wmf]0

sin

cos

)

(

cos

sin

2

2

=

-

+

-

t

t

a

b

t

by

t

ax

- нормальдың теңдеуі.

б) 
[image: image140.wmf]0

)

(

2

2

2

=

-

+

ay

x

y

x

 қисығына А(
[image: image141.wmf]2

a

,
[image: image142.wmf]2

a

) жүргізілген жанама және нормальдың теңдеулерін құру керек.
Шешуі: Қисық айқын емес түрде берілген, сондықтан жанама мен нормальдың теңдеулерін құру үшін келесі формулаларды қолданамыз: 

[image: image143.wmf])

,

(

)

,

(

0

0

0

0

0

0

y

x

F

y

y

y

x

F

x

x

x

y

-

=

-

-

 - жанаманың теңдеуі;


[image: image144.wmf]y

x

F

y

y

F

x

x

0

0

-

=

-

 - нормальдың теңдеуі.


[image: image145.wmf]2

2

2

2

2

2

4

3

3

a

a

a

y

х

F

A

x

=

+

=

+

=

; 

[image: image146.wmf]2

4

4

2

2

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

a

a

a

a

a

a

у

хy

F

A

y

-

=

-

=

-

=

-

=

.

Табылған мәндерді бірінші формулаға қойып, жанаманың теңдеуін аламыз:
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Табылған мәндерді екінші формулаға қойып, нормальдың теңдеуін аламыз:
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Жауабы: 
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Енді қисықтар арасындағы бұрышты табамыз:
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Қисық айқын емес түрде берілген, сондықтан жанаманың теңдеуін табу үшін келесі формуланы қолданамыз:
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Табылған мәндерді формулаға қоямыз:
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Енді екінші қисық үшін жанаманың теңдеуін табамыз: 
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Жанаманы табу үшін, табылған мәндерді формулаға қоямыз: 
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Енді екінші қиылысу нүктесіндегі қисықтар арасындағы бұрышты табамыз: 
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Енді екінші қисық үшін жанаманың теңдеуін табамыз: 
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Екі қисық арасындағы бұрышты табу үшін, олардың жанамалары арасындағы бұрышты тапсақ, жеткілікті. Ол үшін келесі формуланы қолданамыз:
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Жанамалардың бұрыштық коэффициенттерін табамыз: 
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Өз бетімен шығаруға арналған есептер
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 түзуіне параллель болатын жанамасын табу керек.
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 қисығына жүргізілген, 
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 нүктесі арқылы өтетін жанаманың теңдеуін табу керек.
 №48-51 Келесі қисықтардың қиылысу нүктелерін және олардың арасындағы бұрыштарын табу керек:
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№52-54 Келесі қисықтардың тік бұрыш жасап қиылысатынын дәлелдеу керек:
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1.4 Ерекше нүктелер
Жазық қисықтың айқын емес түрде берілген теңдеуін қарастырайық.
F(x,y) = 0 – айқын емес түрде берілген қисықтың теңдеуі (1)
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 қисықтың жанамасының теңдеуі (2)
(2) теңдігінің (
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 болса, бұл нүктеде (1) қисығының жанамасы анықталмайды. Осы нүкте айқын емес түрде берілген қисықтың ерекше нүктесі деп аталады. 

[image: image252.wmf]0

2

2

0

0

2

0

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

dt

dy

F

dt

dy

dt

dx

F

dt

dx

F

yy

xy

xx

 (3)

Егер (3) теңдігінің барлық коэффиценттері бір мезгілде нөлге тең болса, жанаманың бағыттаушы векторының координаталарының қатынасын алуға болады. (3) теңдігінің екі жағын да 
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(4) – сипаттамалық теңдеу деп аталады. 
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δ – ның таңбасына қатысты квадрат теңдеудің шешімдерін қарастырамыз.

I δ > 0 (D < 0)

(4) теңдеуінің түбірлері жорамал сандар. Нақты түбірлері жоқ, яғни жанамалары жоқ. Бұл жағдайда ерекше нүкте оқшауланған деп аталады.
II δ < 0 (D > 0)

(4) теңдеуінің екі нақты және әр түрлі түбірлері бар. (
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III δ = 0 (D = 0)

(4) теңдеуінің бір – біріне тең екі түбірі бар. Бұл жерде бірнеше жағдайлар болуы мүмкін. 
a) Оқшауланған нүкте.

б) I ретті қайту нүктесі. Қисық ерекше нүктеде ортақ жанамасы бар екі тармақтан тұрады. Бұл тармақтар осы нүктедегі жанаманың екі жағында, ал нормальдың бір жағында орналасқан.

в) II ретті қайту нүктесі. Бұл жағдайда қисықтың ерекше нүкте арқылы өтетін және ортақ жанамасы бар екі тармағы жанама мен нормальдың бір жағында орналасады.

г) Өзін - өзі жанайтын нүкте. Қисық ерекше нүктеде бірін – бірі жанайтын екі тармақтан тұрады.

д) Егер ерекше нүктеде 
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 болса, онда бұл нүкте арқылы қисықтың бірнеше тармақтары өтуі мүмкін.
Мысалдар:

а) 
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 қисығының ерекше нүктесін табу керек және ерекше нүктедегі жанаманың теңдеуін құру керек. 
Шешуі. Берілген теңдеуді келесі түрде жазып аламыз 
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 және 
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 айнымалылары бойынша дербес бірінші туындыларын табамыз.
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Осыдан 
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M1 (-2/3;0) – қисыққа тиісті емес.
Берілген қисық үшін 
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 ерекше нүктені таптық. Енді ерекше нүтенің түрін анықтау керек. Ол үшін 
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 нүктесіндегі екінші дербес туындыларын табамыз .
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 ның мәнін есептейміз, 
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 - ендеше торапты нүкте.
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Келесі теңдеу бойынша жанамалардың бағытын анықтаймыз:
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x=y+C M нүктесінде 0=0+C C=0
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 ерекше нүктедегі жанамалардың теңдеулері.

Жауабы : М(0,0) – торапты нүкте.
ә) 
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 теңдеуімен берілген қисық үшін, ерекше нүктелерді табу керек. 
Шешуі. Берілген теңдеуді келесі түрде жазып аламыз 
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 және 
[image: image279.wmf]y

 айнымалылары бойынша дербес бірінші туындыларын табамыз.
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Табылған өрнектерді жүйе түрінде жазып алып, оның шешімін табамыз.
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 нүктесі берілген қисық үшін ерекше нүкте болады ( 
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 нүктесі қисыққа тиісті емес). Ерекше нүктенің түрін анықтаймыз. Ол үшін 
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 нүктесіндегі екінші дербес туындыларын табамыз .
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[image: image287.wmf]d

 мәнін есептейміз.
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Бұл жерде бірнеше жағдайлар болуы мүмкін. Қисық ерекше нүктеде бірін – бірі жанайтын екі тармақтан тұрады. Ендеше М(0,0) нүктесі өзін - өзі жанайтын нүкте. 
Жауабы: М(0,0) – өзін - өзі жанайтын нүкте. 
б) 
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 (Никомед конхоидасы) қисығының ерекше нүктесін табу керек және ерекше нүктедегі жанаманың теңдеуін құру керек.
Шешуі. 
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 және 
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 айнымалылары бойынша дербес бірінші туындыларын табамыз.
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Табылған өрнектерді жүйе түрінде жазып алып, оның шешімін табамыз 
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Бірінші теңдеуді шешіп, 
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Табылған шешімдерді бірінші теңдікке қойып, келесі өрнекті табамыз: 
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[image: image297.wmf])
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 нүктесі берілген қисық үшін ерекше нүкте болады. Ерекше нүктенің түрін анықтаймыз. Ол үшін 
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 нүктесіндегі екінші дербес туындыларын табамыз .
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[image: image301.wmf]d

 мәнін табамыз.
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Келесі жағдайларды қарастырамыз:

1. Егер 
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2. Егер 
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Өз бетімен шығаруға арналған есептер
№55-59 Келесі теңдеулермен берілген қисықтардың ерекше нүктелерін табу керек:
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 №60-61. Келесі қисықтар үшін ерекше нүктелерін тауып, сол ерекше нүктелердегі жанаманың теңдеуін жазу керек:
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№62-97 Келесі теңдеулермен берілген, ерекше нүктелері бар сызықтарды зерттеп, салу керек:
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1.5 Жазық қисықтар үйірі
Бет айқын емес түрде берілсін.

F(x,y,a)=0 теңдеуін қарастырамыз (1)
(1) теңдеуінің сол жағы үш айнымалыға тәуелді үзіліссіз, дифференциалданатын функция, жазық қисықтан 
[image: image359.wmf]a

 – ның әр түрлі мәндерінде (
[image: image360.wmf]a

 параметр) шексіз көп қисықтар аламыз. Осындай қисықтардың барлық жиыны 
[image: image361.wmf]a

 параметріне тәуелді қисықтар үйірін құрайды.

Анықтама: Әрбір нүктесінде қандай- да бір қисықтар үйірін жанайтын қисықты жазық қисықтар үйірінің ораушысы деп атайды.

Анықтама: Ораушының қисықпен жанасу нүктесі қисықтар үйірінің сипаттамалық нүктесі деп аталады.
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Мысал:
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 сызықтар үйірінің ораушысын табу керек.

Шешуі: Жазық қисықтар үйірінің ораушысының теңдеуін жазамыз:
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 - ораушының теңдеуі.
Өз бетімен шығаруға арналған есептер
№98-100 Қисықтар үйірін зерттеп, суретін салу керек.
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№101-109 Ерекше нүктелері бар қисықтар үйірінің ораушысын табу керек.
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№110. Координаталық осьтерімен ауданы тұрақты S үшбұрыш құрайтын түзулердің қисықтар үйірінің ораушысын табу керек.
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 шеңбері Ax+By+C=0 түзулер үйірінің ораушысы болып табылады. A, B, C коэфиценттері қандай қатынасты қанағаттандыруы керек.

1.6 Доғаның ұзындығы
Қисық х=x(t), y=y(t), z=z(t) параметрлік теңдеулерімен берілсін.

Теорема: Тегіс қисықтың кез-келген доғасының анықталған ұзындығы бар. Егер қисық 
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(t) теңдеуімен берілсе, онда қисықтың доғасының ұзындығы
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 формуласымен анықталады,мұндағы: 
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 - берілген доғадағы параметрдің өзгеру аралығы.
Қисықтың әртүрлі берілү тәсілдеріндегі доғаның ұзындығы:
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 жазық қисық параметрлі түрде берілгендегі доғаның ұзындығы;
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Жазық қисықтың қисықтығы келесі формулалар арқылы есептеледі:
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Мысалдар:
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 қисығы үшін кез келген 
[image: image396.wmf]1

M

 және 
[image: image397.wmf]2
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 нүктелері арасындағы доғаның ұзындығын есептеу керек: 
Шешуі: Қисық параметрлік түрде берілген. Сондықтан доғаның ұзындығын есептеу үшін келесі формуланы қолданамыз:
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 туындыларды квадраттап, шыққан өрнектерді формулаға қоямыз. 
[image: image403.wmf])

(

2

2

2

2

)

sin

(cos

sin

cos

2

1

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

t

t

a

t

a

t

a

t

a

atdt

dt

t

a

dt

t

t

t

a

dt

t

t

a

t

t

a

S

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

-

=

-

=

=

=

=

=

+

=

+

=

ò

ò

ò

ò


Жауабы: 
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 қисығы үшін 
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 нүктелері арасындағы доғаның ұзындығын есептеу керек: 
Шешуі: Қисық айқын түрде берілген. Сондықтан доғаның ұзындығын есептеу үшін келесі формуланы қолданамыз:
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 туындысын табамыз:
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Табылған туындыны формулаға қойып, доғаның ұзындығын есептейміз. 
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Жауабы: 
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Өз бетімен шығаруға арналған есептер
№112–117 Қисықтың 
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 және 
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M

 нүктелерінің арасындағы доғасының ұзындығын есептеу керек.
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№118-123 Келесі қисықтықтардың берілген нүктелерінің арасындағы доғасының ұзындығын есептеу керек:
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 Оx осімен қиылысу нүктелері.
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№124 Қисықтың ұзындығын табу керек. 
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№125-132 Келесі қисықтардың қисықтығын табу керек:
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 түзуінің О(0; 0) нүктесінде қисықтығын есептеу керек.
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 қисығының қисықтығын табу керек.
1.7 Жазық қисықтың эволютасы
Ораушының мысалы ретінде эволютаны қарастырамыз.

Анықтама: Жазық қисықтың нормальдар үйірінің ораушысын оның эволютасы деп атайды. 
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(1) – ораушының теңдеуі немесе эволютаның теңдеуі.

Эволютаның жанама векторы қисықтың нормаль векторы болады. 
Қисықтың натуралдық теңдеуі деп келесі түрдегі теңдеулерді атайды:
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Мысалдар:
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Шешуі: Эволютаның теңдеуін құру үшін, 
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Келесі өрнектерді табамыз: 
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Табылған өрнектерді эволютаны табуға арналған формулаға қоямыз: 

[image: image457.wmf]t

a

b

a

a

t

b

t

a

a

t

b

t

t

a

a

t

b

t

t

a

t

a

ab

t

b

t

a

t

b

t

a

x

3

2

2

3

2

3

2

3

2

2

2

3

2

2

2

2

2

2

2

2

cos

cos

cos

cos

)

sin

1

(

cos

cos

sin

cos

cos

)

cos

sin

(

cos

cos

-

=

-

=

-

-

=

=

-

-

=

+

-

=

,


[image: image458.wmf]t

b

a

b

b

t

a

t

b

b

t

a

t

t

b

b

t

t

b

t

a

t

b

ab

t

b

t

a

t

a

t

b

y

3

2

2

3

2

3

2

3

2

2

2

2

2

3

2

2

2

2

2

2

sin

sin

sin

sin

)

cos

1

(

sin

cos

sin

sin

sin

)

cos

sin

(

sin

sin

-

=

-

=

-

-

=

=

-

-

=

+

-

=

.

Жауабы: 
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 қисығының эволютасының теңдеуін құру керек.
Шешуі: Келесі параметрді енгіземіз: 
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 айнымалылары бойынша бірінші және екінші туындыларын табамыз: 
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Алғашқы формуланың орнына қойып 
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Жауабы: 
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Өз бетімен шығаруға арналған есептер
№135-142 Келесі қисықтардың эволютасын сызып, теңдеуін табу керек:
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№145 Эволютаның циклоидасы берілгенінде циклоидаға конгруэнті, екенін дәлелдеу керек.

№146-150. Қисықтың натурал теңдеуін құру керек:
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№151 Келесі қисықтардың эволютасын табу керек: 
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№152 Натуралдық теңдеуі 
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осы қисықтың доғасының ұзындығы.
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 түрінде параметрлік теңдеуі бар, қисықтың натуралдық теңдеуін табу керек.

№154 Натуралдық теңдеуі 
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 түрінде болатын қисықты табу керек. Бұндағы 
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осы қисықтың доғасының ұзындығы.

1.8 Қисықтың ілесуші үшжағы. Френе формулалары
Анықтама: Қисықтың Р нүктесі арқылы өтетін және осы нүктедегі жанамаға перпендикуляр түзу қисықтың нормалі деп аталады.
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қисығын қарастырамыз, S – табиғи параметр.


[image: image502.wmf]t

=

ds

r

d

 - жанаманың бірлік векторы.

Кеңістіктің кез-келген нүктесі арқылы шексіз көп нормаль өтеді. Осы жазықтық қисықтың нормаль жазықтығы деп аталады.

Ұзындығы тұрақты вектордың туындысы осы векторға перпендикуляр болады. 
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 EMBED Equation.3  [image: image505.wmf]ds
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Ендеше 
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 - қандай да бір нормальдің бағыттаушы векторы болады.
Анықтама: Бағыттаушы векторы қисықтың радиус векторының табиғи параметр бойынша екінші туындысы болатын нормаль бас нормаль деп аталады.

Анықтама: Жанасушы жазықтыққа перпендикуляр нормаль бинормаль деп аталады.
Анықтама: Қисықтың кез-келген жанама түзуі арқылы өтетін жазықтық жанама жазықтық деп аталады. 
Анықтама: Қисықтың бас нормалі арқылы өтетін жанама жазықтық жанасушы жазықтық деп аталады.
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Бас нормаль, бинормаль, нормаль жазықтық, түзетуші жазықтықтың теңдеулері:
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 - бинормальдің теңдеуі.

Бас нормаль-бинормаль мен жанамаға перпендикуляр болу керек,ендеше бас нормальдің бағыттаушы вектор 
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 - бас нормальдің теңдеуі.
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 - жанасушы жазықтық теңдеуі,
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 - түзетуші жазықтық теңдеуі.
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 - нормаль жазықтықтың теңдеуі.
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 - түзетуші жазықтықтың теңдеуі.

Жанаманың, бас нормальдің және бинормальдің бірлік векторлары келесі формулалар арқылы анықталады:
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 - френе формулалары.

Френе формулаларындағы 
[image: image523.wmf]2

1

,

k

k

 коэффиценттері сәйкесінше қисықтың қисықтығы және бұралуы деп аталады.

Мысалдар:

а) Қисық параметрлік түрде берілген: [image: image524.png]



1) [image: image525.png]


 нүктесіндегі жанаманың теңдеуін;
2) 
[image: image526.wmf]0
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 жазықтығына параллель жанама түзудің теңдеуін құру керек. 
Шешуі. [image: image527.png]


 [image: image528.png](0<t<wm)



 Кеңістіктік қисық параметрлік түрде берілгендіктен, оның жанамасының теңдеуі келесі түрде болады: 
[image: image529.png]X vz




1) [image: image530.png]


 нүктесіндегі жанаманың теңдеуін жазу үшін, берілген нүктедегі [image: image531.png]x (t)



, [image: image532.png]y ()



, [image: image533.png]z (t)



 туындылардың мәнін тауып, жанаманың теңдеуіне қоямыз. 
[image: image534.png]x(t)=t3 y(@®=t% z(





[image: image535.png]


 нүкте кеңістіктік қисыққа тиісті болғандықтан, оның координаталары қисықтың теңдеуін қанағаттандырады. Берілген нүктедегі t параметрінің мәнін табамыз: 
[image: image536.png]



Жүйенің шешімі t=-1 болғанда бар, демек, [image: image537.png]X ())eey = (1) =




 [image: image538.png]YV (O))i=—q = (1) =1, z'(t)],




.

Осыдан [image: image539.png]


 нүктесіндегі жанаманың теңдеуі келесі түрде болады: 
[image: image540.png]



2) 
[image: image541.wmf]0
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 жазықтығына параллель жанама түзудің теңдеуін жазу үшін, жанаманың бағыттаушы векторының координаталарын табамыз: [image: image542.png][={'(t); ¥'(0); z'(6)



=[image: image543.png](t3: t2: t}



.

[image: image544.png]


 векторы және 
[image: image545.wmf]0

2

3

=

+

+

z

y

x

 жазықтығының [image: image546.png]


 нормаль векторлары кеңістіктегі түзу мен жазықтықтың параллельдік белгісі бойынша, өзара перпендикуляр болады. Демек, олардың скаляр көбейтіндісі нөлге тең. Яғни, 
[image: image547.png]t24+3t242t=0



,

Теңдеуді шешіп, t параметрінің мәнін табамыз. 
[image: image548.png]t(t2+3t+2)=0



,

[image: image549.png]t,=0,t24+3t+2=0,




[image: image550.png]-1
t3=
_2,
t, =

=7

t2,3 =




[image: image551.png]


 болғанда, жанаманың бағыттаушы векторы [image: image552.png]


 .
[image: image553.png]


 болғанда, жанаманың бағыттаушы векторы [image: image554.png]{-8; 4; -2}



. Яғни [image: image555.png]My = (4-2%/3;2)



 нүктесінде жанаманың теңдеуі келесі түрде болады:

[image: image556.png]



[image: image557.png]


 болғанда, жанаманың бағыттаушы векторы [image: image558.png]


. Яғни [image: image559.png]


 нүктесінде жанаманың теңдеуі келесі түрде болады:
[image: image560.png]



Жауабы: 1) [image: image561.png]


 ; 2) [image: image562.png]


, [image: image563.png]


.[image: image564.png]



 ә) [image: image565.png]z=x2+y% y




 қисығына (3;3;18) нүктесінде жүргізілген нормаль жазықтықтың теңдеуін жазу керек.
Шешуі. Айнымалы х ті параметр ретінде аламыз, онда қисықтың келесі түрдегі параметрлік түрде берілуін аламыз: 
[image: image566.png]



Нормаль жазықтықтың теңдеуі келесі түрде анықталады: [image: image567.png](x—x)x (O + (V—y)y () + (z—z)z (1)



 = 0

 Туындыларды табамыз: 
[image: image568.png]x()=1 y@®=1  z(t)=4t




Берілген (3;3;18), нүктесіндегі t параметрдің мәнін табамыз: 
[image: image569.png]



[image: image570.png]t?=9,t,,=+3, T.e.





(3;3;18) нүктесіндегі нормаль вектордың координатасы [image: image571.png]{1; 1; 12}



 түрде болады. Ендеше нормаль жазықтықтың теңдеуін келесі түрде аламыз:

[image: image572.png]—3+y—3+12-(z—18)




 = 0,

[image: image573.png]xX+y+12z—222=0



.

Жауабы: [image: image574.png]xX+y+12z—222=0.




б) [image: image575.png]


 в қисығының (1;1;1) нүктесіндегі бас нормалі мен бинормалінің теңдеуін табу керек. 
Шешуі. y айнымалысын параметр ретінде аламыз, онда қисықтың келесі түрдегі параметрлің теңдеуін аламыз: 
[image: image576.png]



Бас нормаль мен бинормальдың теңдеулерін табу үшін, олардың сәйкес [image: image577.png]=|



 және [image: image578.png]=15



 бағыттаушы векторларының координаталарын табу керек. 
[image: image579.png]


.

Ол үшін, (1;1;1) нүктесіндегі [image: image580.png]x'(t), y'(t), z'(0), x (), y'(t), z'(t)



 туындыларының мәндерін табу керек. Алдымен берілген нүктедегі t параметрінің мәнін тауып аламыз:
[image: image581.png]



 Яғни [image: image582.png]


.

[image: image583.png]x()=2t, y(t)=1, zZ(t)=4t3 x' (O =2, y' () =0, z'(t) = 12t2




[image: image584.png]



[image: image585.png]LY (D)]eey =0, 27 (1) 4=





Бинормальдың бағыттаушы векторы келесі түрде болады: 
[image: image586.png]]k
X' () y(© 2(®
X" () v'(£) ' (©)!

=




=[image: image587.png]T+ N
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=12[image: image588.png]


-16[image: image589.png]


-2[image: image590.png]1l



,

осыдан [image: image591.png]


=[image: image592.png]


.

(1;1;1) нүктесіндегі бинормальдің теңдеуі:


[image: image593.png]



Бас нормальдың бағыттаушы векторы келесі түрде болады: 
[image: image594.png]Tj Kk
X' (© y'(© 2O
n, n, n,

m=




=[image: image595.png]LE
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=31[image: image596.png]


+26[image: image597.png]


-22[image: image598.png]1l



,

Осыдан [image: image599.png]22}



.

(1;1;1) нүктесіндегі бас нормальдің теңдеуі:



[image: image600.png]



Жауабы: [image: image601.png]


 - бас нормальдің теңдеуі, 
[image: image602.png]


 - бинормальдың теңдеуі.

в) [image: image603.png]


 [image: image604.png]


 қисығының [image: image605.png]


 нүктесіндегі түзетуші жазықтығының теңдеуін табу керек. 
Шешуі. Түзетуші жазықтықтың теңдеуін табу үшін, берілген нүктедегі нормаль вектордың координатасын табу керек. 
t параметрді анықтап аламыз:

[image: image606.png]



Яғни [image: image607.png]


. [image: image608.png]



[image: image609.png]x(®) =t y(©) =2t z(t)=2t3 x'(t)=1, y'(t) =4t, z'(t) = 6t2




[image: image610.png]



[image: image611.png]LV (O)eey =4, 27 (1) 4=





[image: image612.png]]k
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=4[image: image614.png]


-4[image: image615.png]


+2[image: image616.png]1l



, демек
[image: image617.png]


.
[image: image618.png]Tj Kk
X' (© y'(© 2O
n, n, n,

m=




=[image: image619.png]Tae NN
—e
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=12[image: image620.png]


+6[image: image621.png]


-12[image: image622.png]1l



, осыдан 
[image: image623.png]m=1{12;6;—-12}={2; 1; -2}



. 
[image: image624.png]


 нүктесіндегі түзетуші жазықтықтың нормаль векторының координатасы [image: image625.png]


 тең.
Түзетуші жазықтықтың теңдеуі: 
[image: image626.png]2(x =) +y—2-2(z—



 = 0,

[image: image627.png]


.

Жауабы: [image: image628.png]



г) [image: image630.png]cost, z=t-e'

sint, y




 қисығының координаталар бас нүктесіндегі жанама, бас нормаль және бинормальдың бірлік векторларының координаталарын табу керек. 
Шешуі. [image: image631.png]cost, z=t-e'

sint, y




 қисығының жанамасының, бас нормальдың және бинормальдың бірлік векторларының координаталары сәйкесінше келесі формулалар арқылы табылады: 
[image: image632.png]7=

7'(t)
17 @




мұндағы [image: image634.png](1), m, 7



 – жанаманың, бас нормаль мен биномальдың бағыттаушы векторлары.

[image: image636.png](1), m, 7



 векторларының (0;0;0) нүктесіндегі t=0 параметріне сәйкес координаталарын табамыз:
[image: image637.png]x'(t)

et + t-ef,

int +tcost, y'(t) = cost —tsint, z'(t)




[image: image638.png]x'"(t)

cost +cost — tsint,y"'(t) = —sint — sint — tcos t,




[image: image639.png]ef+ef + t-et.

z"" (t)





[image: image640.png]0, V()= Z'(t) ] 4=





[image: image641.png]2" ()] 4=0 = 2.




Демек, [image: image643.png]


, [image: image645.png]7 (6 =V0Z+ 17+ 12 = /2.




Ендеше, [image: image647.png]


.

Бинормаль үшін бағыттаушы вектордың координатасын табамыз: 
[image: image648.png](8) 2" (1) v'(e)
*|f§3§(3)| [ (LL))J: (Lz)} O e R R

i={|,





Яғни [image: image650.png]


, [image: image652.png]il =17+ 12+ (-1)? =3



 осыдан [image: image654.png]


.

Бас нормаль үшін бағыттаушы вектордың координатасын табамыз: 
[image: image655.png]= {y(t)Z(t) |x(t)2(t)| |Z(L)Y(,L)|} 1|;7|n 1;|n 1]:




[image: image656.png]



Яғни [image: image658.png]


, [image: image660.png]Iml = J(—2)7+ 12 + (-1)2 =6,



 осыдан [image: image662.png]


.

Жауабы: [image: image664.png]


, [image: image666.png]


 [image: image668.png]


.
Өз бетімен шығаруға арналған есептер
№155-157 Берілген нүктелердегі келесі қисықтардың жанамаларының теңдеулерін табу керек: 
№155 
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 қисығының жанамасының теңдеуін табу керек. Oz осімен бұл жанама қандай бұрыш жасайды?

№159 Қай нүктеде 
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1.9 Қисықтың қисықтығы мен бұралуы
Анықтама: Қисықтың берілген 
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Теорема: Екі рет туындысы бар 
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Егер қисық жазық болса: 
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Егер қисық 
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Анықтама: Тегіс қисықтың 
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Теорема: Үш рет үзіліссіз дифференциалданатын тегіс қисықтың қисықтығы нөлден өзгеше әрбір нүктесінде анықталған абсолютті бұралу бар болады. Абсолютті бұралу Френе формуласындағы 2-ші коэфициенке тең. 
Кез келген параметр бойынша бұралуды есептеу:
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Табылған мәндерді формулаға қойып, қисықтық пен бұралуды табамыз: 

[image: image794.wmf][

]

9

2

27

6

9

36

)

4

1

4

(

4

16

16

)

(

2

3

2

3

2

3

2

2

1

=

=

=

+

+

+

+

=

¢

¢

¢

¢

=

r

r

r

k



[image: image795.wmf][

]

9

2

36

8

4

16

16

8

)

(

2

2

±

=

±

=

+

+

±

=

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

±

=

r

r

r

r

r

k


Жауабы:[image: image796.wmf]9

2

1

=

k

 , 
[image: image797.wmf]9

2

2

±

=

k

.

ә) 
[image: image798.wmf]2

2

x

y

=

, 
[image: image799.wmf]6

3

x

z

=

 қисығы үшін 
[image: image800.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

6

1

,

2

1

,

1

M

 нүктесіндегі қисықтың бинормалі мен бұралуын табу керек. 
Шешуі. Жаңа параметр енгіземіз 
[image: image801.wmf]t

x

=

(
[image: image802.wmf]-

t

 параметр), онда 
[image: image803.wmf]t

x

=

, 
[image: image804.wmf]2

2

t

y

=

, 
[image: image805.wmf]6

3

t

z

=

. 
Бұралуды табу үшін 
[image: image806.wmf]-

t

 параметр бойынша үшінші ретке дейінгі туындыларды табамыз. 

[image: image807.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

¢

=

¢

=

¢

2

1

2

t

z

t

y

x

 
[image: image808.wmf]1

=

t

 үшін 
[image: image809.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

¢

=

¢

=

¢

2

1

1

1

z

y

x

; 
[image: image810.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

¢

=

¢

¢

=

¢

¢

t

z

y

x

1

0

 
[image: image811.wmf]1

=

t

 үшін 
[image: image812.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

¢

=

¢

¢

=

¢

¢

1

1

0

z

y

x

 ; 

[image: image813.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

1

0

0

z

y

x

 
[image: image814.wmf]1

=

t

 үшін 
[image: image815.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

1

0

0

z

y

x

.

[image: image816.wmf][

]

)

1

;

1

;

2

1

(

)

0

1

(

)

0

1

(

)

2

1

1

(

1

1

0

2

1

1

1

-

-

=

-

+

-

-

-

=

=

¢

¢

¢

k

j

i

k

j

i

r

r

, 
[image: image817.wmf](

)

1

1

0

0

1

1

0

2

1

1

1

=

=

¢

¢

¢

¢

¢

¢

r

r

r



[image: image818.wmf]9

4

4

9

1

1

1

4

1

1

2

=

=

+

+

=

k


Бинормальды табу үшін оның 
[image: image819.wmf][

]

r

r

n

¢

¢

¢

=

 бағыттаушы векторын таптық. Онда бинормальдың теңдеуі келесі түрде болады: 

[image: image820.wmf]1

6

1

1

2

1

2

1

1

-

=

-

-

=

-

-

z

y

x

 - бинормальдың теңдеуі.

Жауабы: 
[image: image821.wmf]1

6

1

1

2

1

2

1

1

-

=

-

-

=

-

-

z

y

x

 - бинормальдың теңдеуі; 
[image: image822.wmf]9

4

2

=

k

.

б) 
[image: image823.wmf]1

2

-

=

t

x

, 
[image: image824.wmf]2

2

+

=

t

y

, 
[image: image825.wmf]3

t

z

=

 қисығының жазық екенін дәлелдеу керек. 
Шешуі: Қисықтың жазық екенін дәлелдеу үшін, осы қисықтың бұралуының нөлге тең екенін дәлелдеу керек. 

[image: image826.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

=

¢

=

¢

2

3

2

2

t

z

t

y

t

x

 
[image: image827.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

¢

=

¢

¢

=

¢

¢

t

z

y

x

6

2

2

 
[image: image828.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

6

0

0

z

y

x



[image: image829.wmf](

)

0

6

0

0

6

2

2

3

2

2

2

=

=

¢

¢

¢

¢

¢

¢

t

t

t

t

r

r

r


Үш вектордың аралас көбейтіндісі нөлге тең, ендеше бұралу да нөлге тең, онда берілген қисық жазық қисық. Дәлелдеу керегі осы. 
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Шешуі: Қажетті есептеулерді жүргіземіз. 
[image: image834.wmf]-

t

 параметр бойынша үшінші ретке дейінгі туындыларды есептейміз. 

[image: image835.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

=

¢

-

=

¢

b

z

t

a

y

t

a

x

cos

sin

 
[image: image836.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

¢

-

=

¢

¢

-

=

¢

¢

0

sin

cos

z

t

a

y

t

a

x

 
[image: image837.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¢

¢

¢

-

=

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

0

cos

sin

z

t

a

y

t

a

x



[image: image838.wmf][

]

)

;

cos

;

sin

(

0

sin

cos

cos

sin

2

a

t

ab

t

ab

t

a

t

a

b

t

a

t

a

k

j

i

r

r

-

=

-

-

-

=

¢

¢

¢



[image: image839.wmf](

)

b

a

t

a

t

a

b

t

a

t

a

t

a

t

a

b

t

a

t

a

r

r

r

2

2

2

2

2

3

1

)

sin

cos

(

)

1

(

0

cos

sin

0

sin

cos

cos

sin

=

+

-

=

-

-

-

-

=

¢

¢

¢

¢

¢

¢

+



 EMBED Equation.3 [image: image840.wmf]2

2

2

3

2

2

2

2

2

3

2

2

2

2

2

4

2

2

2

2

2

2

1

)

(

)

cos

sin

(

cos

sin

b

a

a

b

a

b

a

a

b

t

a

t

a

a

t

b

a

t

b

a

k

+

=

+

+

=

+

+

+

+

=



 EMBED Equation.3 [image: image841.wmf]4

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

cos

sin

a

b

b

a

t

b

a

t

b

a

b

a

k

+

=

+

+

=

[image: image2455.emf]ï


ï


ï


î


ï


ï


ï


í


ì


=


-


=


+


=


av


z


v


v


u


y


v


v


u


x


)


cos


sin


3


(


2


)


sin


cos


3


(


2
























 

 

av z

v v

u

y

v v

u

x

) cos sin 3 (

2

) sin cos 3 (

2



[image: image842.wmf](

)

t

b

a

t

b

a

dt

b

a

s

t

t

2

2

0

2

2

0

2

2

+

=

+

=

+

=

ò



[image: image843.wmf]2

2

2

2

t

s

b

a

=

+

 [image: image844.wmf]Þ

 
[image: image845.wmf]t

bt

s

bt

s

b

t

s

a

)

)(

(

2

2

2

+

-

=

-

=

 
[image: image846.wmf]t

at

s

at

s

a

t

s

b

)

)(

(

2

2

2

+

-

=

-

=



[image: image847.wmf]2

2

2

1

)

)(

(

)

)(

(

s

bt

s

bt

s

t

t

s

t

bt

s

bt

s

k

+

-

=

+

-

=

 , 
[image: image848.wmf]2

2

2

2

)

)(

(

)

)(

(

s

at

s

at

s

t

t

s

t

at

s

at

s

k

+

-

=

+

-

=


Жауабы: 
[image: image849.wmf]2

2

1

)

)(

(

s

at

s

at

s

t

k

k

+

-

=

=


Өз бетімен шығаруға арналған есептер
№198-199 Келесі қисықтардың қисықтығы мен бұралуы өзара тең екенін дәлелдеу керек:
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№217 Келесі қисықтардың натурал теңдеулерін құрастыру керек:
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 қисықтың теңдеуін натурал параметр түрінде жазу керек.
II БЕТТЕР ТЕОРИЯСЫ
2.1 Бет түсінігі. Бетке жүргізілген жанама жазықтық пен нормаль
М - жазықтықтағы нүктелер жиыны болсын.

Анықтама: Егер М жиынының құрамына А нүктесіне мейлінше жақын орналасқан барлық х нүктелер кіретін болса, онда оның А нүктесі М жиынының ішкі нүктесі деп аталады.
Анықтама: Егер М жиынның кез келген нүктесі ішкі нүкте болса, онда М жиыны ашық жиын деп аталады. 
Анықтама: Егер М жиыны ашық жиын және оның кез келген екі нүктесін М жиынына тиісті сызық арқылы қосуға болатын болса, онда М жиыны облыс (аймақ) деп аталады. 
Мысалы, шеңбермен шектелмейтін дөңгелек- ашық жиын. Оның барлық нүктелері ішкі нүктелер болады. 
Ашық дөңгелек – біржақты байланысқан ашық аймақ.
Анықтама: Ашық дөңгелекті шектейтін щеңбердің нүктелері шекаралық нүктелер деп аталады. Шекаралық нүктелер жиынның шекарасын құрайды.

Анықтама: Шектік нүктелер облыстың шекарасын құрайды. Қарастырылған мысалда шеңберді шектейтін дөңгелек шекаралық нүктелерден тұрады. Оның шекараларын облысқа қосқанда тұйық облысты аламыз. 
Анықтама: Нүктенің аймағы деп құрамында осы нүкте болатын кез келген ашық жиынды айтамыз.
Анықтама: Ашық дөңгелекке немесе кез келген жазық аймаққа топологиялы эквивалентті болатын (өзара бірмәнді және өзара үзіліссіз бейнелеу арқылы алынған) нүктелер жиыны беттің жай бөлігі немесе элементар бет деп аталады. 
Мысалы: Жартылай сфера дөңгелекке топологиялы эквивалентті болады, ендеше ол элементар бет.

Параболалық цилиндр – элементар бет. 
Анықтама: Саны шекті немесе саналымды жиындар болатын элементар беттермен жабылған Ф фигурасы бет деп аталады.

Әрбір М (Ф нүктесін қамтитын F элементар бет – беттің бөлігі болып табылады.

М (Ф болса, онда М(F(Ф, F – элементар бет, беттің бөлігі.
 r= r (u,v) теңдеуі беттің векторлық түрдегі параметрлік теңдеуі (1)
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 беттің координаталық түрдегі параметрлік теңдеуі (2)
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 беттің айқын түрдегі теңдеуі (3)
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 беттің айқын емес түрдегі теңдеуі (4)
Анықтама: v=const, u шамасы өзгерген кездегі сызықтар “ u сызық” деп аталады. u=const, v шамасы өзгерген кездегі сызықтар “v сызық” деп аталады. Бұл екі сызықтар үйірлері беттегі қисықсызықты (гаусстық) координаталар торын береді.
Анықтама: F бетінің М нүктесі арқылы өтетін барлық қисықтардың жанамалары тиісті болатын жазықтық F бетінің М нүктесіндегі жанама жазықтығы деп аталады.
Анықтама: Беттің М нүктесіндегі жанама жазықтыққа перпендикуляр түзу беттің нормаль түзуі деп аталады.
Беттің әртүрлі берілу тәсілдеріндегі жанама жазықтық
пен нормальдың теңдеулері
	Беттің берілу тәсілдері
	Жанама жазықтықтың теңдеуі
	Нормальдің теңдеуі

	Параметрлік түрде: 
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	Айқын түрде: 
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	Айқын емес түрде: 
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Мысалдар: 
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 параметрлік түрде берілген беттің
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 параметрлері бойынша дербес туындыларды есептейміз. 
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 Беттің теңдеуі параметрлік түрде берілгендіктен, табылған мәндерді сәйкес формулаға қойып, жанаманың теңдеуін аламыз. 
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Жауабы: 
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Табылған мәндерді жанама жазықтықтың теңдеуінің орнына қоямыз. 
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Өз бетімен шығаруға арналған есептер
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 бетіндегі жанама жазықтықпен нормалдің теңдеуін жазу керек.
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№224-227 Келесі беттерге берілген нүктесіндегі жанама жазықтығының және нормалдің теңдеуін жазу керек:
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№238-247 Келесі айналу беттерінің бірінші квадраттық формасын табу керек:
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Екінші квадраттық форма келесі түрде болады:
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Өз бетімен шығаруға арналған есептер
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 сызығына жанама арқылы өтетін, Р нүктесіндегі нормаль қиманың қисықтығын есептеу керек.
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а) Кординаталар бас нүктесіндегі Дюпен индикатрисасының теңдеуін;

б) Ox осімен жанамасы 450 бұрыш жасайтын, нормаль қима қисықтығының бас координаталарында радиусын есептеу керек;

2.4 Қисықтық сызықтары
Анықтама: Егер беттегі әрбір нүктенің бағыты бас бағыт болып табылса, онда беттегі сызық қисықтық сызығы деп аталады.
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Беттің толық және орташа қисықтықтары

Анықтама: Беттің орташа қисықтығы деп бас қисықтықтың қосындысының жартысын атайды. Беттің толық (гаусстық) қисықтығы деп бас қисықтықтың көбейтіндісін атайды.
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Осы теңдеудің түбірлері 
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Беттегі асимптоталық сызықтар

Анықтама: Беттегі М нүктесіндегі бағыттар осы нүктесіндегі дюпен индикатрисасының түйіндес диаметрлерінің бағыттарына сәйкес болса, онда түйіндес бағыттар деп аталады.

Анықтама: Егер беттегі әрбір нүктесінің бағыты бас бағыт балып табылса, онда беттегі сызық қисықтық сызығы деп аталады.

Анықтама: Беттегі сызықтар асимптоталық деп аталады, егер оның әрбір нүктесіндегі бағыты асимптоталық болса.
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Шешуі: Бетті параметрлік түрде жазып аламыз: 
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Дербес туындыларын табамыз: 
[image: image1236.wmf])

2

,

0

,

1

(

x

r

x

=

; 
[image: image1237.wmf])

2

,

0

,

0

(

=

xx

r

;


[image: image1238.wmf])

2

,

1

,

0

(

y

r

y

-

=

; 
[image: image1239.wmf])

2

,

0

,

0

(

-

=

yy

r

; 
[image: image1240.wmf])

0

,

0

,

0

(

=

xy

r

;

Орташа қисықтық келесі формула арқылы табылады:
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Қисықтық сызығының теңдеуі:
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Жауабы: v=
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б) x=u, y=v, z=uv гиперболалық параболоид үшін кез келген нүктеден бас қисықты табу керек.

Шешуі: Беттің теңдеуін векторлық түрде жазып алайық.
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Жауабы: K1,2=
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в) x=u, y=uv, z=u+v3 беттегі асимптоталық сызықтарды табу керек

Шешуі: Беттің теңдеуін векторлық түрде жазып алайық. u және v бойынша дербес туындыларын табамыз:
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E=2+v2, F=uv+3v2, G=u2+9v4

L=0 
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Ендеше 
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Жауабы: 
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Өз бетімен шығаруға арналған есептер
№287 
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 тік геликоидтың толық және орташа қисықтығын табу керек. Қандай сызықтарда толық қисықтық тұрақты болады?
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 тік геликоидтың толық және орташа қисықтығын табу керек.
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 айналу бетінің толық және орташа қисықтығын табу керек, мұндағы 
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№290 Дөңгелек цилиндрдің а радиусының орташа қисықтығын табу керек.
№291 
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 координаталық сызықтарының үйірі мен жанасушы желіні құрайтын, беттегі сызықтар үйірінің дифференциалдық теңдеуін табу керек.

№292 Беттегі координаталық сызықтар асимптоталық сызықтар болуы үшін, N=L=O шарты қажетті және жеткілікті. Дәлелдеу керек.
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 катеноиданың асимптоталық сызықтарын табу керек.

№294 Тік геликоидтың асимптоталық сызықтарың табу керек.

№295 Бір қуысты гиперболоидтың асимптоталық сызығын табу керек.

№296-302 Келесі беттердің қисықтық сызықтарын табу керек:

№296 Кез келген цилиндрлік беттің. 
№297 Кез келген конустық беттің.

№298 Кез келген айналудың бетінің. 
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 бетінің.

№300 Кез келген жайылатын беттің. 
№ 301 Тік геликоид бетінің.

№302 Эллипстік параболоид беттің.

№303. F=M=O болғанда ғана, беттің координаталық сызықтары қисықтықтың сызықтары болып табылатыңың дәлелдеу керек.
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 бетінің координаталық сызықтары болатының дәлелдеу керек.

№305 Тік геликоидтың 
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№306 Толық және орташа қисықтығын табу керек:
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 айналу конусының.

№307 Тік геликоидтың асимптоталық сызықтарын анықтау керек. 
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 беттегі асимптоталық сызықтарың табу керек.
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 беттегі асимптоталық сызықтары ортогоналды екенін көрсету керек.
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ҚИСЫҚТАР ТЕОРИЯСЫ БОЙЫНША №1 ӨЗДІК ТАПСЫРМАЛАР
№ 1тапсырма
Вектор – функцияның туындысы мен анықталу облысын табу керек
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№2 тапсырма
Айқын түрде берілген жазық қисық үшін жанама мен нормальдың теңдеуін құру керек. 
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№3 тапсырма
Айқын емес түрде берілген жазық қисық үшін жанама мен нормальдың теңдеуін құру керек. 
1. 
[image: image1352.wmf]3

4

2

2

=

+

+

y

xy

x

 
[image: image1353.wmf](

)

1

,

1

M


2. 
[image: image1354.wmf]1

3

4

2

2

=

-

y

x

 
[image: image1355.wmf](

)

3

,

4

-

M


3. 
[image: image1356.wmf]4

3

2

3

2

2

-

=

+

-

y

xy

x

 
[image: image1357.wmf](

)

1

,

1

-

M


4.
[image: image1358.wmf]5

2

2

=

+

y

x

 
[image: image1359.wmf](

)

2

,

1

-

M


5. 
[image: image1360.wmf]10

2

2

=

+

y

x

 
[image: image1361.wmf](

)

1

,

3

-

M


6. 
[image: image1362.wmf]2

3

2

2

=

-

y

x

 
[image: image1363.wmf](

)

1

,

1

-

M


7.
[image: image1364.wmf]0

4

2

=

-

x

y

 
[image: image1365.wmf](

)

4

,

4

-

M


8. 
[image: image1366.wmf]2

2

3

2

3

-

=

+

-

y

xy

x

 
[image: image1367.wmf](

)

1

,

1

-

M


9.
[image: image1368.wmf]3

2

2

2

=

+

y

x

 
[image: image1369.wmf](

)

2

,

1

-

M


10.
[image: image1370.wmf]3

3

2

3

=

-

+

y

xy

x

 
[image: image1371.wmf](

)

1

,

1

M


11.
[image: image1372.wmf]3

4

2

2

=

-

y

x

 
[image: image1373.wmf](

)

1

,

1

-

M


12.
[image: image1374.wmf]4

2

2

2

=

+

y

x

 
[image: image1375.wmf](

)

1

,

2

-

M


13.
[image: image1376.wmf]2

2

3

4

2

2

=

-

+

y

xy

x

 
[image: image1377.wmf](

)

1

,

1

-

M


14. 
[image: image1378.wmf]13

6

2

-

=

-

x

y

 
[image: image1379.wmf](

)

1

,

2

-

M


15.
[image: image1380.wmf]4

2

2

2

=

-

y

x

 
[image: image1381.wmf](

)

1

,

3

M


№4 тапсырма
Параметрлік түрде берілген жазық қисық үшін жанама мен нормальдың теңдеуін құру керек. 
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№5 тапсырма
Қисықтың эволютасын табу керек
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№ 6 тапсырма
Қисықтың ілесуші үшжағының теңдеулерін, қисықтығын және бұралуын табу керек.
1. x = 2t, y = lnt, z = t2 (2, 0, 1) нүктесінде
2. x = t2, y = t3, z = t4 (1; -1; 1) нүктесінде
3. x = 2t2, y = 3t, z = lnt (2, 3, 0) нүктесінде
4. x = et, y = e-t, z = t[image: image1443.png]


 (1, 1, 0) нүктесінде
5. x = t, y = t2, z = et (0, 0, 1) нүктесінде
6. x = t, y = t2 + 1, z = t3 (1, 2, 1) нүктесінде
7. x = 2t + 1, y = t, z = et (1; 0; 1) нүктесінде
8.  x = t2 + 1, y = t – 1, z = t2 – 1 (5; 1; 3) нүктесінде
9. x = et+1, y = et+1, z = -2t (1; 1; 2) нүктесінде
10. x = 3t, y = t2, z = ln(t – 1) (6, 4, 0) нүктесінде
11. x = 3t, y = lnt, z = t2 +1 (3; 1 ; 2) нүктесінде
12. x = t3, y = t2 + 1, z = et (0, 1, 1) нүктесінде
13. x = et, y = 2t, z = e-t (1; 0; 1) нүктесінде
14. x = t2 – 1, y = et, z = 3t (-1; 1; 0) нүктесінде
15. x = ln(t – 2), y = 2t, z = t + 1 (0; 6; 4) нүктесінде

ҚИСЫҚТАР ТЕОРИЯСЫ БОЙЫНША №2 ӨЗДІК ТАПСЫРМАЛАР

№1 тапсырма
 Келесі беттерге М(х0,у0,z0) нүктесінде жүргізілген жанама жазықтықтың және нормальдың теңдеулерін құру керек:

1. z=x3+y3, М (1, 2, z0)

2. x2+y2+z2-169=0, М (3, 4, z0)

3. x2-2y2-3z2-4=0, М (3, 1, z0)

4. xyz+x2z-2x-y+3=0, М (-2, 3, z0)

5. 3x2y +2xy –yz+x+1=0, М (1, -2, z0)

6. 2xy2-x2z+2yz+2y+4=0, М (-1, 1, z0)

7. x2z-2xy2+2yz+y+1=0, М (2, -1, z0)

8. x2y2+2xyz-4yz-5x=0, М (3, -1, z0)

9. 3xy + y2z – xz + 2x – y =0, М (-3, 1, z0)

10. 2xyz+xy2+y2z-x=0, М (4, -2, z0)

11. 2xy2-xyz+xz+4xy=0, М (2,-3, z0)

12. x2z+xy2+3xz+y-4=0, М (-4 0 z0)

13. x2y2+xyz+y2z-2x=0, М (2 -, z0)

14. 
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15. z=4-x-y2, М (1,0, z0)

№2 тапсырма
Бет парметрлік теңдеумен берілген. Берілген нүктедегі 
а) жанама жазықтықтың теңдеуін құру керек. 
б) нормальдың теңдеуін құру керек.

 в) Беттің бірінші және екінші квадраттық формаларын табу керек. 
с) толық және орташа қисықтықтарды табу керек. 
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ӨЗІН-ӨЗІ ТЕКСЕРУГЕ АРНАЛҒАН ТЕСТ ТАПСЫРМАЛАРЫ 
1. Берілген қисықты айқын емес түрде көрсету керек 
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 қисықтың ерекше нүктелерін табу керек.
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 E) ерекше нүктеде қисықтың жанамасы табылмайды 
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 қисығының абсциссасы 1-ге тең нүктесіндегі жанамасының теңдеуін табыңыз. 
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 қисығының жанамасының теңдеуін табыңыз.
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 қисығының жанамасының теңдеуін табыңыз.
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 қисығының абсциссасы 2-ге тең нүктесіндегі жанамасының теңдеуін табыңыз.
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қисығы берілген. Осы қисықтың 
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18. Параметрлік түрде берілген қисықтың доғасының ұзындығы келесі формула бойынша есептеледі:
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19. Айқын түрде берілген қисықтың доғасының ұзындығы келесі формула бойынша есептеледі:
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20. y=x3 қисығының эволютасын табыңыз. 
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21. Қисықтың ораушысының теңдеуі келесі түрде болады:
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22. t=0 нүктесіндегі [image: image1597.png]


 қисығының жанамасының теңдеуін құрыңыз.
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 қисығының жанамасының теңдеуін құрыңыз.
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24. Кеңістіктік қисықтың берілген нүктесіндегі бинормалінің теңдеуінің формуласын көрсетіңіз.
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 қисығының бинормалінің бағыттаушы векторының координатасын табыңыз. 
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26. t= 2 нүктесіндегі 
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 қисығының бинормалінің теңдеуін құрыңыз.
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27. t=[image: image1653.png]EE]



 нүктесіндегі [image: image1654.png]x =3cost, y=3sint, z = 6t



 қисығының нормаль жазықтығының теңдеуін құрыңыз. 
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40. Кез келген нүктедегі 
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 Бұл теңдеу арқылы нені анықтауға болады?
А) жанаманың теңдеуін
В) жанама жазықтықтың теңдеуін
С) жанасушы жазықтықтың теңдеуін
D) нормальдың теңдеуін
Е) ораушының теңдеуін
43. Айналу беті болмайтын беттің теңдеуін табыңыз?
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44. Айқын түрде берілген беттің теңдеуін көрсетіңіз: 
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45. Айналу бетінің теңдеуін табыңыз:
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 Беттің теңдеуі қай түрде берілген: 
А) айқын түрде B) параметрлік түрде
C) айқын емес түрде D) айналу беті
E) асимптоталық түрде
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51. Параметрлік түрде берілген бет үшін бетке жүргізілген нормальды анықтайтын формуланы табыңыз?
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C) 
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E) 
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52. Параметрлік түрде берілген бет үшін бетке жүргізілген жанама жазықтықты анықтайтын формуланы табыңыз? 
A) 
[image: image1846.wmf]0
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C) 
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E) 
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53. 
[image: image1851.wmf]0
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 қандай түрде берілген бет үшін жанама жазықтықты анықтайды:

А) айқын түрде B) параметрлік түрде
C) айқын емес түрде D) айналу беті
E) асимптоталық түр
54. Айқын түрде берілген бет үшін бетке жүргізілген жанама жазықтықты анықтайтын формуланы табыңыз?
A) 
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C) 
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 D) 
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E) 
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55. Айқын емес түрде берілген бет үшін бетке жүргізілген жанама жазықтықты анықтайтын формуланы табыңыз?
A) 
[image: image1857.wmf](
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C) 
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E) 
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56. М (3, 4, z0) нүктесінде x2+y2+z2-169=0 бетіне жүргізілген жанама жазықтықтың теңдеуін құрыңыз. 
A) 
[image: image1862.wmf]0
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 57. 
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 берілген беті үшін бірінші квадраттық форманың Е коэффициентін табыңыз: 
А) 
[image: image1873.wmf]uv
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 В) 
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2

v

u

+

 С) 
[image: image1875.wmf]2

1

u

+

 D) 
[image: image1876.wmf]2

4

1

u

+

 Е) 0

 58. 
[image: image1877.wmf]xy
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 берілген беті үшін М(1,1,1) нүктесіндегі бірінші квадраттық форманың G коэффициентін табыңыз: 
А) 1 В) 2 С) 5 D) 12,4 Е) 0


59. Сызықты элементі 
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 нүктелері арасындағы доғаның ұзындығын табыңыз. 
А) 
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60. 
[image: image1886.wmf]ï
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 конустың сызықты элементін табыңыз. 
А) 
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61. 
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 эллипсоидтың сызықты элементін табыңыз. 
А) 
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62. Сызықты элементі 
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 сызықтары арасындағы бұрышты табыңыз. 
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 63. Бірінші квадраттық формасы 
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 бұрышты табыңыз. 
А) 0 В) 
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64. Бет бөлігінің ауданын есептейтін формуланы көрсетіңіз? 
А) 
[image: image1917.wmf]dudv
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65. Қандай формула айналу бетінің бірінші квадраттық формасын табу үшін қолданылады? 
А) 
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D) 
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Е) 
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66. 
[image: image1927.wmf]ï
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 бетінің бірінші квадраттық формасын табыңыз. 
А) 
[image: image1928.wmf](
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E) 
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67. 
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 параболоидтың бірінші квадраттық формасын табыңыз: 
А) 
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С) 
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68. М (
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 бетінің бірінші квадраттық формасын табыңыз: 
А) 
[image: image1941.wmf]2
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69. Айналу бетінің бірінші квадраттық формасын табыңыз: 
 А) 
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70. Айналу беті үшін бірінші квадраттық форманың коэффициенттерін есептейтін формуланы табыңыз. 
А) E=0, F=
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 беті берілген. u=2 сызығы үшін доғаның дифференциалын есептеңіз. 
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 беті берілген. v=au сызығы үшін доғаның дифференциалын есептеңіз. 
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бетіндегі v=u+1 және v= 3-u сызықтары арасындағы бұрышты табыңыз. 
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74. Координаталық сызықтар арасындағы бұрыш қалай анықталады. 
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76. Екінші квадраттық форманың дұрыс жазылуын табыңыз. 
A) 
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77. Беттегі 
[image: image1997.wmf]g

 сызығының нормаль қисықтығын табу формуласын көрсетіңіз. 
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78. Айналу беті үшін екінші квадраттық форманың 
[image: image2003.wmf]L

 коэффициентін есептеу формуласын көрсетіңіз.
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79. Айналу беті үшін екінші квадраттық форманың 
[image: image2009.wmf]M

 коэффициентін есептеу формуласын көрсетіңіз.
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80. Айналу беті үшін екінші квадраттық форманың 
[image: image2015.wmf]N

 коэффициентін есептеу формуласын көрсетіңіз.
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81. Дюпен индикатрисасының теңдеуін табыңыз:
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82. Қисықтық сызығының дифференциалдық теңдеуін табыңыз. 
A) 
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 беті үшін екінші квадраттық форманы табыңыз. 
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 беті үшін екінші квадраттық форманы табыңыз.
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 беті үшін екінші квадраттық форманы табыңыз: 
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 беті үшін екінші квадраттық форманы табыңыз.
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 беті үшін екінші квадраттық форманы табыңыз.
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 беті үшін асимптоталық сызықтың дифференциалдық теңдеуін 
табыңыз.
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 беті үшін асимптоталық сызықтың дифференциалдық теңдеуін табыңыз.
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90. Асимптоталық сызықтың дифференциалдық теңдеуін табыңыз.
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91. Қандай шарт орындалғанда беттегі координаталық сызықтар 
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 асимптоталық сызықтар болады.
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92. Эллипстік нүктелер аймағында асимптоталық сызықтың теңдеуінің қанша түбірі бар .
A) екі жорамал түбірі бар
B) екі нақты және әртүрлі түбілері бар
C) екі түбірі өзара тең және нақты
D) бір нақты түбірі бар
E) түбірлері жоқ 
93. Гиперболалық нүктелер аймағында асимптоталық сызықтың теңдеуінің қанша түбірі бар .
A) екі жорамал түбірі бар
B) екі нақты және әртүрлі түбілері бар
C) екі түбірі өзара тең және нақты
D) бір нақты түбірі бар
E) түбірлері жоқ 
94. Параболалық нүктелер аймағында асимптоталық сызықтың теңдеуінің 
қанша түбірі бар .
A) екі жорамал түбірі бар
B) екі нақты және әртүрлі түбілері бар
C) екі түбірі өзара тең және нақты
D) бір нақты түбірі бар
E) түбірлері жоқ 
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 беті үшін екінші квадраттық форманы табыңыз: 
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96. Толық қисықтықтың формуласын табыңыз:
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97. Орташа қисықтықтың формуласын табыңыз:
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98. Айқын түрде берілген бет үшін екінші квадраттық форманың коэфициенттерін табыңыз. 
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99. Айналу беті үшін екінші квадраттық форманың коэфициенттерін табыңыз.
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100. Қай квадраттық теңдеудің түбірлері беттің бас қисықтықтары болады? 
А) 
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16. Ox осі ретінде F1 және F2 нүктелері арқылы өтетін және F1 және F2 -ге қарай бағытталған түзуді аламыз. F1, F2 кесіндісінің ортасы координаталар бас нүктесі ретінде алынады. Сонда: 
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 болатыны белгілі. Есептің шарты бойынша 
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 EMBED Equation.3  [image: image2149.wmf]белгілі. Бұл ізделінген фигураның теңдеуі. Енді иррационалдықтан құтыламыз: 
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 (*) және (**) теңдеулері мәндес екені сөзсіз. Жақшаларды ашып, теңдеуді мына түрде аламыз: 
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бұл ізделінген фигураның полярлық координаталарындағы теңдеуі. Егер a=b болса, бұл фигура Берулли лимнискатасы деп аталса, оның теңдеуі мына түрде болады: 
[image: image2154.wmf](

)

(

)

.

2

cos

2

,

2

2

2

2

2

2

2

2

2

j

a

r

y

x

a

y

x

=

-

=

+

 Егер a<b болса фигура қисықтың бейнесі де, сызығы да бола алмайды. Бернулли лимнискатасы (a=b) қисықтың бейнесі бола алады, ал сызығы бола алмайды. a<b болғанда Кассини сопақшасы қисықтың сызығы және бейнесі болады. (1 сурет)
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22. Циклоиданың теңдеуін құрайық. Көрсетілген түзуді Ox осі ретінде қабылдаймыз және М нүктесінің бастапқы кезеңі координаталар басымен беттеседі деп есептептейміз. Кз келген M(x,y) нүктесінде қарастырамыз. Қарастырылған кезеңде шеңбердің центрі С нүктесінде болсын. СМ радиусы С нүктесінен Ox осіне жүргізілген СР перпендикулярымен дасайтын бұрыш болсын. S – M нүктесінің Ox осіне проекциясы, ал N – СР-ға проекциясы.
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Осыған ұқсас: 
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Ортақ жағдайда 
[image: image2170.wmf]t

d

a

y

t

d

at

x

cos

,

sin

-

=

-

=

 (8сурет)
[image: image2171.jpg]



 8 сурет

23. А нүктесінде 
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24. А нүктесінде y=0 жанама, x=0 нормаль; В нүктесінде 
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25. А(0,0) нүктесінде y=x жанама, x=-y нормаль; 
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55. О(0,0) өздік қиылысу нүктесі. 56. О(0,0) өздік қиылысу нүктесі.

57. О(0,0) оқшауланған нүкте. 58. О(0,0) оқшауланған нүкте.

59. О(0,0) өздік тиісу нүктесі. 
60. О(0,0) бірінші тектес қайтарым нүктесі. y=0 жанама.
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62. Ox симметрия осі. Асимптота және ерекше нүктелері жоқ. Ox осін М1(-1,0) нүктесінде түзу қиып өтеді, Oy осін М2,3(0,
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63. Ox осіне қарағанда сызық симметриялы. 
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64. Ox осіне қарағанда сызық симметриялы. x=1 асимптота. x=0 вертикаль жанама. 
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65. Ox осіне қарағанда сызық симметриялы. x=0 асимптота. Ордината осіне 
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66. Түзу центрі координаталар басы және 2а тең болатын қабырғалары және де координаталар осіне параллель болатын квадраттың ішінде орналасқан. Түзу координаталар осіне қарағанда және координаталар бұрыштарының биссектрисаларына симметриялы. 
67. Түзу гипперболаға ұқсайды. 
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70. x=0, y=0, y=x асимптоталар; y=-x жанамасымен О(0,0) – нүктесі иілу нүктесі. 
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72. x=1 түзу және О(0,) оқшауланған нүкте.
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75. Ox осіне қарағанда сызық симметриялы. 
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77. Ox осіне қарағанда сызық симметриялы. 
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79. Түзу центрі координаталар басы және 
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80. Ox осіне қарағанда сызық симметриялы және -
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81. Түзу координаталық остеріне қарағанда симметриалы. О(0,0), 
[image: image2279.wmf](

)

1

,

0

2

,

1

±

M

 - координаталар остерімен қиылысу нүктелері жанамалары Ox осіне 
[image: image2280.wmf]2

,

1

M

 нүктелерінде параллель және Oy осіне 
[image: image2281.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

±

-

±

-

2

2

,

2

1

2

6

3

M

 нүктелерінде, О(0,0) - 
[image: image2282.wmf]x

y

±

=

 жанамаларымен өздік қиылысу нүктесі.

82. Ox осіне қарағанда сызық симметриялы; М(1,0) - 
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83. Түзу координаталық бұрыштардың биссектрисаларына қарағанда симметриялы. О(0,0) - x=0, y=0 жанамаларымен өздік қиылысу нүктесі. Координаталар остерімен басқа қиылысу нүктелері жоқ. Түзуге жанамалар Ox осінің 
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85. Ox осіне қарағанда сызық симметриялы. 
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89. Асимптоталары жоқ. О(0,0) – x=y жанамасымен бірінші текті қайтарым нүктесі. Сызық Ox осімен 
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90. Сызық Ox осіне қарағанда симметриялы; О(0,0) - y=0 жанамасының біртекті қайтарым нүктесі. 
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91. О(0,0) - y=0 жанамасымен екінші текті қайтарым нүктесі; 
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92. Сызық Oy осіне қараған да симметриялы. О(0,0) – үш доға өтетін ерекше нүкте. y=0, 
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93. Сызық Oy осіне қараған да симметриялы. О(0,0) - y=0 жанамасымен өздік тиісу нүктесі. Жанама Ox осіне 
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94. Сызық Ox осіне қарағанда симметриялы. О(0,0) - x=0, y=0 жанамаларымен үштік ерекше нүктесі. Жанамалар Ox осіне 
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95. Сызық координаталар остеріне қарағанда симметриялы; О(0,0) - y=0 жанамасымен өздік тиісу нүктесі. Сызық Ox осін 
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 нүктесінде қиып өтеді, бұл нүктеде Oy осіне жанамалар параллель болады. 
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 нүктелерінде жанамалар Ox осіне параллель; 
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97. Сызық - центоі координаталар басы және 4-ке тең болатын қабырғалары, және де координаталар осіне параллель болатын квадратын ішінде орналасқан. Сызық координаталар остеріне қарағанда және координаталар бұрыштарының биссектрисаларына симметриялы. О(0,0) - x=0, y=0 жанамасымен төртінші ретті ерекше нүкте. Жанамалар Ox осіне 
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98. Үйір координаталар басында Oy осін жанайтын, эллипстардан және y=
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100. а) фокустас эллипстардың үйірі; б) фокустас гиперболалардың үйірі.
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