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ТЕОРЕМЫ РОСТА И РАДИУСЫ ЗВЕЗДООБРАЗНОСТИ НЕКОТОРЫХ  

КЛАССОВ ДВАЖДЫ ПОЧТИ ЗВЕЗДООБРАЗНЫХ ФУНКЦИЙ,  
СВЯЗАННЫХ С ЛЕМНИСКАТОЙ БЕРНУЛЛИ 

 
Аннотация 

В статье исследуется класс 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) дважды почти звездо-
образных в единичном круге функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 +
⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, который задается с помощью двух условий вида �(𝜑𝜑(𝑧𝑧))1 𝛾𝛾⁄ − 𝑎𝑎� ≤
𝑎𝑎, 𝑎𝑎 > 1 2⁄ , 0 < 𝛾𝛾 ≤ 1. В этом классе определены точные оценки модуля 
функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧) и найден точный радиус звездообразными порядка 𝛼𝛼. 
Полученная теорема и следствия из нее не только является новым ориги-
нальным результатом геометрической теории функций, но и обобщает ряд 
ранее известных результатов. 

Ключевые слова: однолистные функции, звездообразные функции, 
почти звездообразные функции, радиус звездообразности. 

 
1 Введение 
Пусть  𝑆𝑆∗ – класс звездообразных в круге 𝐸𝐸 = {𝑧𝑧: |𝑧𝑧| < 1} функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧) с норми-

ровкой 𝑓𝑓(0) = 𝑓𝑓′(0) − 1 = 0, и  𝑆𝑆∗(𝛼𝛼) – его подкласс, выделяемый с помощью условия 
𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧′(𝑧𝑧) 𝑓𝑓(𝑧𝑧)⁄ ) ≥ 𝛼𝛼, 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1, 𝑧𝑧 ϵ 𝐸𝐸, функции которого называют звездообразными поряд-
ка 𝛼𝛼. Очевидно, что  𝑆𝑆∗(𝛼𝛼) ⊂  𝑆𝑆∗(1) ≔  𝑆𝑆∗. 

Обобщением класса 𝑆𝑆∗ является введенный [1] в класс 𝐶𝐶𝐶𝐶∗ почти звездообразных 
функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧), удовлетворяющих условию 

𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≥ 0, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸, (1) 

где 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆∗. 
Если в условии (1) функция 𝑔𝑔(𝑧𝑧) является не звездообразной, а почти звездообразной, 

то получим класс 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆∗ дважды почти звездообразных функций. То есть, чтобы 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆∗, 
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необходимо и достаточно, чтобы существовали функции 𝑔𝑔(𝑧𝑧) и ℎ(𝑧𝑧), причем ℎ(𝑧𝑧) ∈ 𝑆𝑆∗, 
такие, что выполняются условия 

𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≥ 0 и 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑔𝑔(𝑧𝑧)

ℎ(𝑧𝑧) ≥ 0, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸. (2) 
Если 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≡ ℎ(𝑧𝑧), то класс 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆∗ ≡ 𝐶𝐶𝑆𝑆∗.  
По такой же схеме построены и другие классы почти звездообразных и дважды почти 

звездообразных функций, когда вместо неравенства (1) используется другое неравенство, 
связывающее 𝑓𝑓(𝑧𝑧) и 𝑔𝑔(𝑧𝑧), или вместо (2) используются неравенства разного вида. Так, в 
статьях [2,3] использовались неравенства  

𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≥ 0 или �𝑓𝑓(𝑧𝑧)

𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� ≤ 1,  (3) 

в статьях [4,5] – неравенства �𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎,𝑎𝑎 > 1

2
, а в статье [6] рассматривается класс 

дважды почти звездообразных функций, задаваемый одним из условий 

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑓𝑓(𝑧𝑧)

𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑧𝑧) + (1 − 𝜆𝜆)𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≥ 0 или �
𝑓𝑓(𝑧𝑧)

𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑧𝑧) + (1 − 𝜆𝜆)𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� ≤ 1, 0 ≤ 𝜆𝜆 < 1, 

где 𝑅𝑅𝑅𝑅{𝑔𝑔(𝑧𝑧) 𝑧𝑧⁄ } ≥ 0 или 𝑅𝑅𝑅𝑅{𝑧𝑧 𝑔𝑔′(𝑧𝑧) 𝑔𝑔(𝑧𝑧)⁄ } ≥ 𝛼𝛼, 0 ≤ 𝛼𝛼 < 1. 
В последние годы в ряде статей (например, [7-11]) рассматривались классы 𝐶𝐶𝐶𝐶∗ и 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶∗, заданные с помощью конкретных звездообразных функций 𝑔𝑔(𝑧𝑧): = 𝑧𝑧; 𝑧𝑧 (1 − 𝑧𝑧2)⁄ ; 
𝑧𝑧 (1 − 𝑧𝑧)2⁄ ; 𝑧𝑧 (1 + 𝑧𝑧)⁄ ; 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧2/2. 

В настоящей статье с помощью условий вида �(𝜑𝜑(𝑧𝑧))1 𝛾𝛾⁄ − 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎, 𝑎𝑎 > 1 2⁄ , 0 < 𝛾𝛾 ≤ 1, 
вводится класс 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) дважды почти звездообразных функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 +
𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸, и для этого класса найден точный радиус 
звездообразными порядка 𝛼𝛼. В частных случаях получается ряд ранее известных 
результатов. 

2 Материалы и методы  
Основные результаты статьи получены на основе метода подчиненности 

аналитических функций в сочетании с другими методами геометрической теории функций.  
Пусть функция 𝜑𝜑(𝑧𝑧) является аналитической в круге 𝐸𝐸, а функция 𝜑𝜑0(𝑧𝑧) является 

однолистной в 𝐸𝐸. Тогда функция 𝜑𝜑(𝑧𝑧) называется подчиненной функции 𝜑𝜑0(𝑧𝑧), если 𝜑𝜑(𝐸𝐸) ⊂
𝜑𝜑0(𝐸𝐸) и 𝜑𝜑(0) = 𝜑𝜑0(0), что обозначают в виде 𝜑𝜑(𝑧𝑧) ≺ 𝜑𝜑0(𝑧𝑧).  

Пусть ℛ𝑛𝑛 – класс аналитических в 𝐸𝐸 функций 𝜑𝜑(𝑧𝑧) = 1 + с𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + с𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥
1, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸, и пусть 𝒩𝒩𝑛𝑛 – класс нормированных аналитических в 𝐸𝐸 функций 𝑓𝑓(𝑧𝑧) вида 𝑓𝑓(𝑧𝑧) =
𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸. 

Пусть 𝒫𝒫𝑛𝑛 обозначает класс функций 𝜑𝜑(𝑧𝑧) из ℛ𝑛𝑛 с положительной вещественной 
частью и 𝒫𝒫𝑛𝑛(𝑎𝑎, 𝛾𝛾) – его подкласс, функции которого удовлетворяют условию 

�(𝜑𝜑(𝑧𝑧))
1
𝛾𝛾 − 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎,𝑎𝑎 > 1 2⁄ , 0 < 𝛾𝛾 ≤ 1, 𝑧𝑧 ϵ 𝐸𝐸. 

Данное условие равносильно тому, что множество значений 𝜑𝜑(𝐸𝐸) содержится в 
области 𝑑𝑑 = {𝑤𝑤: �𝑤𝑤1 𝛾𝛾⁄ − 𝑎𝑎� < 𝑎𝑎,𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 > 0}, границей которой является правая половина 
лемнискаты Бернулли с узловой точкой 𝑤𝑤 = 0 и углом между касательными в узловой точке, 
равным 𝛾𝛾𝛾𝛾.  

Лемма 1. Если 𝜑𝜑(𝑧𝑧) ∈ 𝒫𝒫𝑛𝑛(𝑎𝑎, 𝛾𝛾), то в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟, 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1, справедлива оценка 

� 1−𝑟𝑟𝑛𝑛

1+(1−1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛
�
𝛾𝛾
≤ |𝜑𝜑(𝑧𝑧)| ≤ � 1+𝑟𝑟𝑛𝑛

1−(1−1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛
�
𝛾𝛾

,  (4) 
 

�𝑧𝑧 𝜑𝜑
′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧)

� ≤ 𝛾𝛾(2−1 𝑎𝑎⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1−𝑟𝑟𝑛𝑛)(1+(1−1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛)
,  (5) 

знак равенства в которой достигаются для функции 𝜑𝜑(𝑧𝑧) = 𝜑𝜑0(𝑧𝑧𝑛𝑛), где 𝜑𝜑0(𝑧𝑧) =
� 1+𝑧𝑧
1−(1−1 𝑎𝑎⁄ )𝑧𝑧

�
𝛾𝛾

. 
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Оценка (5) доказана в [12], оценка (4) вытекает из подчиненности 𝜑𝜑(𝑧𝑧) ≺ 𝜑𝜑0(𝑧𝑧) на 
основании вложения 𝜑𝜑(|𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟) ⊆ 𝜑𝜑0(|𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟𝑛𝑛) с учетом выпуклости области 𝜑𝜑0(𝐸𝐸) и 
свойства симметрии функции 𝜑𝜑0(𝑧𝑧) относительно действительной оси. 

3-4 Результаты и обсуждение 
Определение 1. Пусть 𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛. Будем считать, что функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

принадлежит классу 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) дважды почти звездообразных функций тогда и 
только тогда, когда 𝑓𝑓(𝑧𝑧) удовлетворяет условию 

��𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)�

1
𝛾𝛾 − 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎, где ��𝑔𝑔(𝑧𝑧)

𝑧𝑧
�
1
𝛿𝛿 − 𝑏𝑏� ≤ 𝑏𝑏 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 > 1

2
, 0 < 𝛾𝛾, 𝛿𝛿 ≤ 1. (6) 

Частные случаи класса 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) при 𝛾𝛾 = 𝛿𝛿 = 1,𝑎𝑎 → ∞, 𝑏𝑏 → ∞ или 𝛾𝛾 = 𝛿𝛿 =
1, 𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 → ∞ исследовались в статье [7], где найдены радиусы звездообразности 
указанных выше классов функций относительно различных подклассов класса 𝑆𝑆∗ (например, 
относительно  𝑆𝑆∗(𝛼𝛼),  𝑆𝑆∗�√1 + 𝑧𝑧�,  𝑆𝑆∗(e𝑧𝑧), 𝑆𝑆∗�z + √1 + z2� и других). В качестве примера 
найдем радиусы звездообразности порядка 𝛼𝛼 класса 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿), то есть радиусы 
звездообразности 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) относительно класса  𝑆𝑆∗(𝛼𝛼). 

Теорема 1. Если 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿), то в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟, 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1, справедлива 
точная оценка 

𝑟𝑟(1−𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛾𝛾+𝛿𝛿

�1+�1−1𝑎𝑎�𝑟𝑟
𝑛𝑛�

𝛾𝛾
�1+�1−1𝑏𝑏�𝑟𝑟

𝑛𝑛�
𝛿𝛿 ≤ |𝑓𝑓(𝑧𝑧)| ≤ 𝑟𝑟(1+𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛾𝛾+𝛿𝛿

�1−�1−1𝑎𝑎�𝑟𝑟
𝑛𝑛�

𝛾𝛾
�1−�1−1𝑏𝑏�𝑟𝑟

𝑛𝑛�
𝛿𝛿  (7) 

и точный радиус 𝑟𝑟∗(𝛼𝛼) звездообразности порядка 𝛼𝛼 класса 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) определяется как 
единственный на (0; 1) корень уравнения 

1 − 𝛾𝛾(2−1 𝑎𝑎⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1−𝑟𝑟𝑛𝑛)(1+(1−1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛)
− 𝛿𝛿(2−1 𝑏𝑏⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1−𝑟𝑟𝑛𝑛)(1+(1−1 𝑏𝑏⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛)
− 𝛼𝛼 = 0.  (8) 

Доказательство. Если обозначить 𝜑𝜑(𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧), 𝜓𝜓(𝑧𝑧) = 𝑔𝑔(𝑧𝑧)

𝒛𝒛
, то 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝜑𝜑(𝑧𝑧)𝜓𝜓(𝑧𝑧). В 

силу этого равенства и оценки (4), примененной к функциям 𝜑𝜑(𝑧𝑧) ∈ 𝒫𝒫𝑛𝑛(𝑎𝑎, 𝛾𝛾) и 𝜓𝜓(𝑧𝑧) ∈
𝒫𝒫𝑛𝑛(𝑏𝑏, 𝛿𝛿), получим оценку (7), точность которой следует из точности оценки (4). 

Из равенства 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝜑𝜑(𝑧𝑧)𝜓𝜓(𝑧𝑧) получаем  

𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 1 + 𝑧𝑧

𝜑𝜑′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧) + 𝑧𝑧

𝜓𝜓′(𝑧𝑧)
𝜓𝜓(𝑧𝑧) . 

Поэтому на основании оценки (5), примененной к функциям 𝜑𝜑(𝑧𝑧) и 𝜓𝜓(𝑧𝑧), в круге 
|𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟 получаем 

𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑧𝑧
𝑓𝑓′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 1 + 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑧𝑧

𝜑𝜑′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧) + 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑧𝑧

𝜓𝜓′(𝑧𝑧)
𝜓𝜓(𝑧𝑧) ≥ 1 − �𝑧𝑧

𝜑𝜑′(𝑧𝑧)
𝜑𝜑(𝑧𝑧) � −  �𝑧𝑧

𝜓𝜓′(𝑧𝑧)
𝜓𝜓(𝑧𝑧) � ≥ 

≥ 1 −
𝛾𝛾(2 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)(1 + (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛) −
𝛿𝛿(2 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)(1 + (1 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛). 

Если 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟∗(𝛼𝛼) – корень уравнения (8), то отсюда следует, что 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑧𝑧 𝑓𝑓
′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧) ≥ 𝛼𝛼 и 𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

является звездообразной порядка 𝛼𝛼 в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟∗(𝛼𝛼). 
Поскольку 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 > 1 2⁄ , то с учетом этого нетрудно доказать, что функции 

𝑚𝑚1(𝑟𝑟) =
𝛾𝛾(2 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)(1 + (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛) ,𝑚𝑚2(𝑟𝑟) =
𝛿𝛿(2 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)(1 + (1 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛)  

монотонно возрастают на [0; 1) от 0 до +∞. Поэтому уравнение 1 − 𝛼𝛼 −𝑚𝑚1(𝑟𝑟) −𝑚𝑚2(𝑟𝑟) = 0, 
а значит, и уравнение (8) на (0; 1) имеет единственный корень 𝑟𝑟∗(𝛼𝛼). 

Покажем, что радиус звездообразности является точным. Рассмотрим функцию 
𝑓𝑓0(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝜑𝜑0(𝑧𝑧𝑛𝑛)𝜓𝜓0(𝑧𝑧𝑛𝑛), где 

𝜑𝜑0(𝑧𝑧) = �
1 + 𝑧𝑧

1 − (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑧𝑧
�
𝛾𝛾

,𝜓𝜓0(𝑧𝑧) = �
1 + 𝑧𝑧

1 − (1 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑧𝑧
�
𝛿𝛿

. 
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Полагая 𝑔𝑔0(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝜓𝜓0(𝑧𝑧𝑛𝑛), можно установить, что для функции 𝑓𝑓0(𝑧𝑧) = 𝜑𝜑0(𝑧𝑧𝑛𝑛)𝑔𝑔0(𝑧𝑧) 
выполняются условия (7), то есть 𝑓𝑓0(𝑧𝑧) ∈ 𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿). 

Пусть 𝑧𝑧 = √−1𝑛𝑛 𝑟𝑟. Тогда  𝑧𝑧𝑛𝑛 = −𝑟𝑟𝑛𝑛 и учитывая равенство  

𝑧𝑧
𝑓𝑓0′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓0(𝑧𝑧) = 1 +

𝛾𝛾(2 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛

(1 + 𝑧𝑧𝑛𝑛)(1− (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑧𝑧𝑛𝑛) +
𝛿𝛿(2 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛

(1 + 𝑧𝑧𝑛𝑛)(1 − (1 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑧𝑧𝑛𝑛), 

в точке 𝑧𝑧 = √−1𝑛𝑛 𝑟𝑟, где 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟∗(𝛼𝛼) – корень уравнения (8), получаем 

𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑧𝑧
𝑓𝑓0′(𝑧𝑧)
𝑓𝑓0(𝑧𝑧)�

√−1𝑛𝑛 𝑟𝑟
= 

= 1 −
𝛾𝛾(2 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)(1 + (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛) −
𝛿𝛿(2 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)(1 + (1 − 1 𝑏𝑏⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛) = 𝛼𝛼. 

Следовательно, радиус звездообразности порядка 𝛼𝛼 увеличить нельзя. Теорема 1 
доказана. 

При 𝛿𝛿 = 1, 𝑏𝑏 → ∞ из теоремы 3 вытекает 
Следствие 1. Пусть 𝑐𝑐 = 1 − 1 𝑎𝑎⁄ , 𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛, Если �(𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑔𝑔(𝑧𝑧)⁄ )1 𝛾𝛾⁄ − 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎 и 

𝑅𝑅𝑅𝑅{𝑔𝑔(𝑧𝑧) 𝑧𝑧⁄ } ≥ 0, то в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟, 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1, справедлива точная оценка 
𝑟𝑟(1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛾𝛾+1

(1 + (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛾𝛾(1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛) ≤
|𝑓𝑓(𝑧𝑧)| ≤

𝑟𝑟(1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛾𝛾+1

(1 − (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛾𝛾(1− 𝑟𝑟𝑛𝑛) 

и точный радиус 𝑟𝑟∗(𝛼𝛼) звездообразности порядка 𝛼𝛼 функции 𝑓𝑓(𝑧𝑧) определяется как 
единственный на (0; 1) корень уравнения  

1 − 𝛼𝛼 − 𝛾𝛾(1+𝑐𝑐)𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

(1−𝑟𝑟𝑛𝑛)(1+𝑐𝑐𝑟𝑟𝑛𝑛)
− 2𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛

1−𝑟𝑟2𝑛𝑛
= 0. (9) 

Отсюда при 𝛾𝛾 = 1,𝑎𝑎 → ∞ и при 𝛾𝛾 = 1,𝑎𝑎 = 1 получаем обобщение радиусов 
звездообразности порядка 𝛼𝛼 классов ℱ1 и ℱ3 из [7] в случае, когда 𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛 при 𝑛𝑛 ≥ 1: 

ℱ𝑛𝑛1: 𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≥ 0,𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑔𝑔(𝑧𝑧)
𝑧𝑧

≥ 0, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸 ⇒  𝑟𝑟∗(𝛼𝛼)  = �
�4𝑛𝑛2 + (1 − 𝛼𝛼)2 − 2𝑛𝑛

1 − 𝛼𝛼
�
1/𝑛𝑛

; 

ℱ𝑛𝑛3 : �
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) − 1� ≤ 1,𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑔𝑔(𝑧𝑧)
𝑧𝑧

≥ 0, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸 ⇒ 𝑟𝑟∗(𝛼𝛼)  = �
�9𝑛𝑛2 + 4(1 − 𝛼𝛼)(1 − 𝛼𝛼 + 𝑛𝑛) − 3𝑛𝑛

2(1 − 𝛼𝛼 + 𝑛𝑛) �
1/𝑛𝑛

, 

а также теоремы роста для классов ℱ𝑛𝑛1 и ℱ𝑛𝑛3. 
Кроме того, при 𝛾𝛾 = 𝑛𝑛 = 1,𝛼𝛼 = 0 из следствия 1 получаем, что если |𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑔𝑔(𝑧𝑧)⁄ −

𝑎𝑎| ≤ 𝑎𝑎,𝑅𝑅𝑅𝑅{𝑔𝑔(𝑧𝑧) 𝑧𝑧⁄ } ≥ 0, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸, то радиус звездообразности находится как единственный на 
(0; 1) корень уравнения 𝑐𝑐𝑟𝑟3 + (2 + 3𝑐𝑐)𝑟𝑟2 + 3𝑟𝑟 − 1 = 0. Данный результат совпадает с 
частным случаем теоремы 3.1 при 𝜆𝜆 = 0 из [6]. 

При 𝑎𝑎 → ∞, 𝑏𝑏 → ∞ уравнение (8) преобразуется к виду (1 − 𝛼𝛼)𝑟𝑟2𝑛𝑛 + 2(𝛾𝛾 + 𝛿𝛿)𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛 −
1 + 𝛼𝛼 = 0, откуда вытекает 

Следствие 2. Пусть 𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛 и выполняются условия 

�arg
𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧)� ≤ 𝛾𝛾

𝜋𝜋
2

, �arg
𝑔𝑔(𝑧𝑧)
𝑧𝑧
� ≤ 𝛿𝛿

𝜋𝜋
2

, 0 < 𝛾𝛾, 𝛿𝛿 ≤ 1.  

Тогда в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟, 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1, справедлива оценка 

𝑟𝑟 �
1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛

1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛
�
𝛾𝛾+𝛿𝛿

≤ |𝑓𝑓(𝑧𝑧)| ≤ 𝑟𝑟 �
1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛
�
𝛾𝛾+𝛿𝛿

 
и функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) является звездообразной порядка 𝛼𝛼 в круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟∗(𝛼𝛼), где  

𝑟𝑟∗(𝛼𝛼) = ���(𝛾𝛾 + 𝛿𝛿)2𝑛𝑛2 + (1 − 𝛼𝛼)2 − (𝛾𝛾 + 𝛿𝛿)𝑛𝑛� /(1 − 𝛼𝛼)�
1 𝑛𝑛⁄

. 
Результат точный. 
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При 𝛾𝛾 = 𝛿𝛿 = 1,𝛼𝛼 = 0 из следствия 2 вытекает следствие 1 из [13]: 

𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑔𝑔(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛,𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≥ 0,𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑔𝑔(𝑧𝑧)

𝑧𝑧
≥ 0, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸 ⇒  𝑟𝑟∗ = �(4𝑛𝑛2 + 1)

1
2 − 2𝑛𝑛�

1 𝑛𝑛⁄
.  

Следствие 3. Пусть 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛, ��𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑧𝑧
�
1 𝛾𝛾⁄

− 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎,𝑎𝑎 > 1
2

, 0 < 𝛾𝛾 ≤ 1, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸. Тогда в 
круге |𝑧𝑧| ≤ 𝑟𝑟, 0 ≤ 𝑟𝑟 < 1, справедлива точная оценка  

𝑟𝑟 �
1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛

1 + (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛
�
𝛾𝛾

≤ |𝑓𝑓(𝑧𝑧)| ≤ 𝑟𝑟 �
1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛

1 − (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛
�
𝛾𝛾

 

и точный радиус звездообразности этого класса функций определяется по формуле 

𝑟𝑟∗ = ��
1 + 𝛾𝛾(2𝑎𝑎 − 1)𝑛𝑛 − �(1 + 𝛾𝛾(2𝑎𝑎 − 1)𝑛𝑛)2 + 4𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 1)

2(1 − 𝑎𝑎) �
1/𝑛𝑛

, 𝑎𝑎 ≠ 1; (10)

(1 + 𝛾𝛾𝑛𝑛)−1/𝑛𝑛,𝑎𝑎 = 1.

 

Доказательство. Пусть 𝑏𝑏 → ∞, 𝛿𝛿 → 0. Тогда условию �(𝑔𝑔(𝑧𝑧) 𝑧𝑧⁄ )1 𝛿𝛿⁄ − 𝑏𝑏� ≤ 𝑏𝑏 соответ-
ствует функция 𝑔𝑔(𝑧𝑧) ≡ 𝑧𝑧 и уравнение (8) приобретает вид (1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)(1 + (1 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑟𝑟𝑛𝑛) −
𝛾𝛾(2 − 1 𝑎𝑎⁄ )𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛 = 0 или (𝑎𝑎 − 1)𝑟𝑟2𝑛𝑛  + (𝛾𝛾(2𝑎𝑎 − 1)𝑛𝑛 + 1)𝑟𝑟𝑛𝑛  − 𝑎𝑎 = 0, откуда следует (10). 

Для случая 𝛾𝛾 = 1 следствие 3 получено в [4, теорема 2], а при 𝑛𝑛 = 𝛾𝛾 = 𝑎𝑎 = 1 
следствие 3 совпадает с теоремой 1 из [3], в которой установлен радиус звездообразности, 
равный 1 2⁄ , класса функций, заданного условием |(𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑧𝑧⁄ ) − 1| ≤ 1. 

При 𝑎𝑎 → ∞ следствие 3 приводит к следующему результату:  

𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝒩𝒩𝑛𝑛, �arg 𝑓𝑓(𝑧𝑧)
𝑧𝑧
� ≤ 𝛾𝛾 𝜋𝜋

2
, 𝑧𝑧 ∈ 𝐸𝐸 ⇒  𝑟𝑟∗ = �(𝛾𝛾2𝑛𝑛2 + 1)

1
2 − 𝛾𝛾𝛾𝛾�

1/𝑛𝑛
, 

который при 𝛾𝛾 = 1 совпадает с теоремой 1 из [2]. 
5 Выводы 
В настоящей статье с помощью условий вида ��𝜑𝜑(𝑧𝑧)�

1 𝛾𝛾⁄
− 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎 вводится новый 

класс дважды почти звездообразных функций, для которого найдены точные теорема роста и 
радиус звездообразности порядка 𝛼𝛼. В частных случаях получается ряд известных резуль-
татов о радиусе звездообразности, а также дополнения к данным результатам об оценках 
модуля функции. 

Определив аналоги классов 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) с использованием функций 𝑔𝑔(𝑧𝑧): =
𝑧𝑧 (1 − 𝑧𝑧2)⁄ ; 𝑧𝑧 (1 − 𝑧𝑧)2⁄ ; 𝑧𝑧 (1 + 𝑧𝑧⁄ ); 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧2/2, применяя лемму 1, по схеме доказательства 
теоремы 1 можно получить обобщение некоторых результатов статей [8-11]. 
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МАЙЕР, Ф.Ф., БЕРДЕНОВА, Г.Ж., ЖАРЛЫГАСОВА, Э.З., НУРГЕЛЬДИНА, А.Е. 
ЛЕМНИСКАТА БЕРНУЛЛИГЕ БАЙЛАНЫСТЫ ЕКІ ЕСЕ ДЕРЛІК ЖҰЛДЫЗ ТӘРІЗДІ 

ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ КЕЙБІР КЛАСТАРЫНЫҢ ӨСУ ТЕОРЕМАЛАРЫ МЕН ЖҰЛДЫЗДЫҚ 
РАДИУСТАРЫ 

Мақалада 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 + ⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, функцияларының бірлік шеңберіндегі 
екі рет жұлдыз тәрізді 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) класы зерттеледі, ол түрдің екі шарты арқылы беріледі 
�(𝜑𝜑(𝑧𝑧))1 𝛾𝛾⁄ − 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎, 𝑎𝑎 > 1 2⁄ , 0 < 𝛾𝛾 ≤ 1. Бұл класс 𝑓𝑓(𝑧𝑧) функциясы модулінің нақты бағаларын 
анықтайды және α ретті жұлдыз тәрізді дәл радиусты табады. Алынған теорема және одан 
алынған нәтижелер геометриялық функциялар теориясының жаңа түпнұсқа нәтижесі ғана емес, 
сонымен қатар бұрын белгілі болған бірқатар нәтижелерді қорытындылайды. 

Түйінді сөздер: бір жапырақты функциялар, жұлдыз тәрізді функциялар, жұлдыз тәрізді 
дерлік функциялар, жұлдыз тәрізді радиустар. 
 

MAIYER, F.F., BERDENOVA, G.Zh., ZARLYGASSOVA, E.Z., NURGELDINA, A.Ye. 
GROWTH THEOREMS AND RADII OF STARSHAPEDNESS OF SOME CLASSES OF DOUBLY 

CLOSE-TO- STAR-SHAPED FUNCTIONS RELATED TO THE BERNOULLI LEMNISCATE 
The article examines the class 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑆𝑆𝑛𝑛∗(𝑎𝑎, 𝛾𝛾, 𝑏𝑏, 𝛿𝛿) of functions 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑧𝑧𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛+2𝑧𝑧𝑛𝑛+2 +

⋯ ,𝑛𝑛 ≥ 1, that are doubly close-to-star-shaped functions in the unit circle, which is set using two conditions 
of the form �(𝜑𝜑(𝑧𝑧))1 𝛾𝛾⁄ − 𝑎𝑎� ≤ 𝑎𝑎, 𝑎𝑎 > 1 2⁄ , 0 < 𝛾𝛾 ≤ 1. In this class, exact estimates of the modulus of the 
𝑓𝑓(𝑧𝑧) functions are determined and the exact radius of the starshapedness α order is identified. The resulting 
theorem and its consequences are not only a new original result of the geometric theory of functions, but 
also generalizes a number of previous results. 

Key words: unvalent functions, star-shaped functions, close-to-star-shaped functions, radii of 
starshapedness. 
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