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ПРИМЕНЕНИЕ ПРОБЛЕМНО-ОРИЕНТИРОВАННОГО МЕТОДА  
НА ПРИМЕРЕ АВТОМОРФИЗМОВ СВОБОДНЫХ АЛГЕБР 

 

Аннотация 
В данной статье представлены структуры автоморфизмов свобод-

ных ассоциативных алгебр, которые играют важную роль в изучении 
алгебраических структур. Основной акцент сделан на классификацию авто-

морфизмов: трансвекция, линейные, аффиные и треугольные преобразо-

вания, а также их композиции. Изучение автоморфизмов свободных алгебр 
над полем, порожденным множеством переменных, может быть эффек-

тивно использовано в курсе, основанном на проблемно-ориентированном 
обучении. Проблемно-ориентированный метод поможет самостоятельно 
найти решение для задач, связанных с автоморфизмами, а таже анализи-

ровать, сравнивать, делать выводы и обосновывать решение. 
Ключевые слова: проблемно-ориентированный метод, проблема, 

автоморфизмы, свободная алгебра, гомоморфизм. 
 

1 Введение 

Рассмотрим структуры группы автоморфизмов свободной алгебры. Пока что 
единственные удовлетворительные результаты были найдены в ранге 2; таким образом, мы 
будем изучать автоморфизмы �(�,�). Случай ранга 1, конечно, хорошо известен (и довольно 
тривиален): единственными автоморфизмами �[�] являются аффинные преобразования � →�� +  �, где �, � ∈ �,� ≠  0. [1] 

2 Материалы и методы 

В более общем смысле мы рассматриваем алгебру � =  �〈�〉, где � – поле, а � – 

любое конечное множество, и определяем некоторые типы автоморфизмов, которые часто 
встречаются. 

1. Отображение ��: � →  � +  ��, где � ∈ �,��  ∈ �,                                                (1) 
определяет автоморфизм �, называемый трансвекцией. Группа трансвекций будет 
обозначаться �. 

2. Любой автоморфизм � −пространства �� с базисом � однозначно определяет 
автоморфизм �: 

 � ∶  � →  ∑��� �, где ���  ∈ �, (���) обратим.   (2) 
Это просто автоморфизмы, оставляющие �� инвариантным, и называются 

линейными. 
3. Автоморфизм, оставляющий � +  �� инвариантным (и оставляющий � неподвиж-

ным), называется аффинным; такой автоморфизм имеет вид � →  ∑��� � + ��, где ���,�� ∈ �, (���) обратим.   (3) 
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Группа всех аффинных автоморфизмов � будет обозначаться через �. 
4. Пусть �0 – указанный элемент � и запишем �0 =  �/(�0). Для любого � ∈ �〈�0〉 

существует автоморфизм �, переводящий �0 в �0 + � и фиксирующий �0; он называется 
сдвигом на основе �0. В более общем смысле, автоморфизм �, оставляющий �〈�0〉 
неподвижным, называется треугольным автоморфизмом; в таком автоморфизме �0 → ��0 +�, где � ∈ �×,� ∈ �〈�0〉 . Группа этих автоморфизмов будет обозначаться как ∆. 

Заметим, что все эти типы могут быть одинаково хорошо определены для кольца 
многочленов �[�]; здесь треугольные автоморфизмы известны как автоморфизмы де 
Жонкьера. 

Пусть � ∶  � → ��    (� ∈ �)                                                                    (4) 
будет любым эндоморфизмом � (т. е. � −линейным кольцевым эндоморфизмом). Если �� (0) = 0    для всех � ∈  �, то � называется центрированным или сохраняющим аугмента-

цию; на самом деле он сохраняет идеал аугментации ��. Если � задано формулой (4), а �� – 

это трансляция, определенная формулой (1), то ��� ∶ � → �� + ��, 
и для подходящего выбора � ∈ ��, а именно �� = −��(0), мы можем гарантировать, что ��� 

центрирован. Это замечание иногда используется для осуществления редукции к центриро-

ванным автоморфизмам, как в доказательстве нашего первого результата. 
3-4 Результаты и обсуждение 

Предложение. 
Любой сюръективный эндоморфизм �〈�〉, где � конечно, является автоморфизмом. 
Доказательство. Пусть � – сюръективный эндоморфизм; составляя его со сдвигом, 

мы можем считать его центрированным. Предположим, что � не является инъективным, и 
пусть 0 ≠  � ∈  ���� . Положим � =  �(�) и обозначим через � множество всех элементов � = �〈�〉 порядка, большего �. Очевидно, � – идеал и �� ⊆ �, поскольку � центрирован. 
Следовательно, � индуцирует эндоморфизм �1 ∶ �/� → �/�, который, как и �, является 
сюръективным. Так как � конечно, �/� конечномерно над �, и поэтому �1, является 
автоморфизмом, но ��1 = �� = 0, противоречие; следовательно, � инъективно, и поэтому 
является автоморфизмом. 

Соответствующий результат справедлив для �[�]. Заметим, что поскольку абелиани-

зация является функтором, естественное отображение ��� �〈�〉  →  ��� �[�] 

является гомоморфизмом. Фактически можно показать, что для |�| ≤ 2 это является 
изоморфизмом. 

Следующее определение является базовым для большей части того, что следует далее. 
Автоморфизм �⟨�⟩ или �[�] называется ручным, если он может быть получен путем 
композиции аффинных автоморфизмов и сдвигов; все остальные автоморфизмы называются 
дикими. Ниже приведены некоторые примеры автоморфизмов, о которых неизвестно, 
являются ли они ручными. Автоморфизм � → �� также будет записан как {��}. 

1. (D. J. Anick) Пусть � =  {�,�, �}: для любого � ∈  �⟨�⟩ эндоморфизм {� + ��,�, � +��} фиксирует �� − ��. Поэтому для � = �� − �� получим автоморфизм с обратным {� −
 ��,�, � −  ��}. 

2. Автоморфизм 1. имеет ручной образ в �[�], но следующий пример (из-за Нагаты) 
не известен как ручной. Пусть � =  {�,�, �}; для любого � ∈ �[�] эндоморфизм (� +

 ��, � +  2�� +  ��2, �) фиксирует �2 −  ��, поэтому для � =  �2 −  �� мы получаем 
автоморфизм с обратным (� −  ��,� −  2�� +  ��^2, �). 

3. (М. Нагата, Д. Дж. Аник) � =  {�, �,�, �},� =  �⟨�⟩ или �[�]. Для любого � ∈
 � эндоморфизм (�, � +  ��,� +  ��, �) фиксирует �� −  ��, поэтому он является 
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автоморфизмом для � =  �� −  ��. Если мы заменим � на �[�, �], то та же формула даст 
дикие автоморфизмы �[�, �]⟨�,�⟩ и �[�, �,�, �]. 

Наша главная цель — показать, что каждый автоморфизм �⟨�,�⟩ является ручным; мы 
сделаем это, представив группу автоморфизмов �⟨�,�⟩ как свободное произведение � и ∆, 
объединив их пересечение. В качестве подготовки мы напомним определение свободного 
произведения с объединением. Пусть �1 и �2 – две группы с подгруппами ��  из �� (� =  1, 2), 

которые изоморфны, скажем, � – группа с изоморфизмами ��:� → �� . Группа, порожденная 
элементами �1 и �2 со всеми определяющими соотношениями в �1 и �2, а также соотноше-

ниями ��1  =  ��2(� ∈  �), называется свободным произведением �1 и �2, объединяющим �1 с �2, и обозначается как �1∗��2. Заметим, что � может быть равно 1; это просто называется 
свободным произведением. С другой стороны, если �1  =  �1, то свободное произведение 
сводится к �2; этот случай (и случай �2  =  �2) обычно исключается. Для простоты мы будем 
отождествлять � с подгруппами �1 и �2. Тогда элементы свободного произведения можно 
выразить в виде ��1 . . .��,       (5) 
где � ∈  �, а �� попеременно из �1\� и  �1\� 

Обозначим � для этого свободного произведения; его структуру можно описать 
следующим образом, используя буквы � и �∗. Для каждого элемента (5) мы образуем 
множество ��, где � =  �, если �1 ∈  �1, и � =  �∗, если  �1 ∈  �2, и аналогично � =  �, 
если  �� ∈  �1, и � =  �∗, если  �� ∈  �1. Таким образом, мы имеем разбиение � на пять 
множеств: ��, ��∗, �∗�, �∗�∗, а также � (в случае отсутствия ��. Следующие свойства легко 
проверяются, где �,�, . .. обозначают � или �∗, а �∗∗ =  �, . .. 

B.1 � является подгруппой �, 
B.2 Если � ∈ �,� ∈ ��, то �� ∈ ��, 
B.3 Если � ∈ ��, то  �−1  ∈ ��, 

B.4 Если � ∈ ��,ℎ ∈ � ∗ �, то ℎ� ∈ ��, 

B.5 Для каждого � ∈  � существует целое число �(�) такое, что для любого 
представления � = �1. . .��(�� ∈ � ∗ �)мы имеем � ≤ �(�),  

B.6 ��∗ ≠ ∅. 
Для любой группы � разбиение � на пять непересекающихся множеств �,��, ��∗, �∗�, �∗�∗, удовлетворяющее B.1–B.6, называется биполярной структурой, а � – ее ядром. 

Таким образом, любое свободное произведение имеет биполярную структуру; наоборот, 
группа с биполярной структурой является либо свободным произведением с объединением, 
либо ��� − расширением.  

Основной результат. Рассмотрим задачу: 
Пусть � – множество, �0 ∈  � и �0  =  �\{�0}. Покажите, что любой автоморфизм �⟨�⟩, фиксирующий �⟨�0⟩ (или даже просто оставляющий его инвариантным), отображает �0 в ��0  +  � , где � ∈  �×,� ∈  �⟨�0⟩. 
1. Постановки проблемы. Эта задача представляет собой математическую проблему, 

решение которой необходимо обосновать. Задача направлена на понимание структуры 
автоморфизмов свободной алгебры �⟨�⟩. 

2. Постановка вопросов. Для лучшего понимания задачи сначала поставим несколько 
проясняющих вопросов. 

Что такое автоморфизм? 

Автоморфизмом называется изоморфизм кольца � на себя. [2]  
Что такое свободная алгебра? 

Свободная алгебра – алгебра, построенная из множества букв, где действует только 
единственные правила – это правила алгебры, а дополнительных соотношений между пере-

менными отсутствуют. 
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Пусть � − поле, а � − произвольное множество. Тогда свободная алгебра над полем � 

с множеством образующих � обозначается как: �⟨�⟩. �⟨�⟩ = { ∑ ������=1 |�� ∈ �, �� ∈  �∗,� ∈ �}, 

где �∗ = � ∪ {( , )}. [3]  
Количество вопросов может меняться в зависимости от глубины знаний, полученных 

в процессе обучения. 
3. Поиск решения. Рассмотрим один из вариантов решения задачи. 
Пусть � ∈ ���(�⟨�⟩), такой что �(�⟨�0⟩) ⊆ �⟨�0⟩. 
Предположим, � = ∑ ������=1  ∈ �⟨�0⟩, тогда �(�) ∈ �⟨�0⟩. 
Обозначим: � = � + ℎ, 

где � ∈ �⟨�0⟩, а ℎ содержит только те мономы, которые содержат хотя бы один раз �0. 
Допустим, что в ℎ есть мономы более сложные, чем просто �0. 
Предположим, что �(�0) = � + ℎ, 
где ℎ – линейная комбинация мономов, содержащих �0. 
Мы знаем, что � – автоморфизм, значит, он обратим, и обратное отображение тоже 

должно быть гомоморфизмом алгебры. 
Тогда �0 входит в образ несколько раз, и выразить �0 через � = �(�0 ) уже невозмож-

но в общем случае. Таким образом автоморфизм может не иметь обратного, что противоре-

чит предположению. 
Напомним, что, автоморфизм � называется треугольным свободных порождающих 

{��} кольца �ф, если � = �(0) ∪ �(1),�(0) ∩ �(1) ≠ ∅, [4] �: ��� →  � ��� + ������,    �� ∈  �(0),    �� ∈ �(1),� обратим в Ф,

   �� →    �� .
 

Рассмотрим эту задачу на конкретном примере: 
Пусть � −поле, � — множество, такое что � = {�0, �1}. 

Предположим, отображение �, такое что:  �(�1) = �1, �(�0) = 2�0 + �1�1. 
1. Проверим что, � гомоморфизм: �(�0 + �1) = �(�0) + �(�1) = 2�0 + �1�1 + �1. �(�0�1) = �(�0)�(�1) = (2�0 + �1�1)(�1) = 2�0�1 + �1�1�1. 
2. Проверим обратимость: �−1(�1) = �1, �−1(�0) =

1

2
(�0 − �1�1). 

Тогда:  �−1(�(�0) = �−1(2�0 + �1�1) = 2 ∙ 1

2
(�0 − �1�1) + �1�1 = �0 − �1�1 + �1�1 = �0. 

Таким образом φ является автоморфизмом алгебры k⟨X⟩. 
5 Выводы 

Проблемно-ориентированное обучение является эффективным методом при решении 
задач связанных с автоморфизмами свободных алгебр. Проблемно-ориентированный метод – 

это способ решения задач, основанный не на формальной обработке алгоритмов решения, а 
на понимание сути проблемы, контекста задачи и поиске подходящего решения. Данным 
метод направлен на усвоение глубокого понимания задачи, а не слепого применения опре-

делений. Помогает адаптироваться к новым, нестандартным условиям.  
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ӘДІСІН ҚОЛДАНУ 

Бұл жұмыста алгебралық құрылымдарды зерттеуде маңызды рөл атқаратын еркін 
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сонымен қатар олардың композициялары. Айнымалылар жиыны арқылы құрылған өрістегі еркін 
алгебралардың автоморфизмдерін зерттеу проблемалық оқытуға негізделген курста тиімді пайда-

ланылуы мүмкін. Проблемалық-бағдарлау әдісі автоморфизмдерге қатысты есептердің шешімін өз 
бетінше табуға, сонымен қатар талдауға, салыстыруға, қорытынды жасауға және шешімді 
негіздеуге көмектеседі. 

Түйінді сөздер: проблемалық-бағдарлау әдісі, мәселе, автоморфизмдер, еркін алгебра, 
гомоморфизм. 
 

ALIMBAYEV, A.A., YURK, O.S. 
APPLICATION OF THE PROBLEM-ORIENTED METHOD ON THE EXAMPLE OF 

AUTOMORPHISMS OF FREE ALGEBRAS 

This article presents the automorphism structures of free associative algebras, which play an 

important role in the study of algebraic structures. The main emphasis is on the classification of 
automorphisms: transvection, linear, affine and triangular transformations, as well as their compositions. 
The study of automorphisms of free algebras over a field generated by a set of variables can be effectively 

used in a course based on problem-oriented learning. The problem-oriented method will help to 

independently find a solution to problems related to automorphisms, as well as analyze, compare, draw 

conclusions and justify the solution.  
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