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SULTANGAZINA, G.Zh., ODZHAKHVERDIYEVA, S.V. 
ECOLOGICAL-COENOTIC ANALYSIS OF THE URBAN FLORA OF KOSTANAY AND ITS 

OUTSKIRTS  
The article presents an ecological-coenotic analysis of the urban flora of Kostanay. The 

classification of species by the main ecological-coenotic groups is carried out, among which the largest 

groups are steppe (149 species; 26.51%), forest (74 species; 13.17%), meadow (64 species; 11.39%), ruderal 
(59 species; 10.50%). In the structure of urban flora comprising 562 plant species, 302 species (53.74%) are 
indigenous, 260 species (46.26%) are synanthropic, endemic fraction includes 438 species, adventitious 
fraction – 124 species.  

Key words: urban flora, ecological-coenotic groups, adventitious species, synanthropic plants, 

urbanization, Kostanay. 
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СРЕДНЕЕ ЧИСЛО ШАГОВ «БЛУЖДАНИЯ ПО СФЕРАМ»  
ДО ПОПАДАНИЯ В � −ОКРЕСТНОСТЬ ПЛОСКОСТИ 

 

Аннотация 
В работе рассматривается определение среднего числа шагов слу-

чайного блуждания, как математическое ожидание. Обычно, это использу-
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ется для определения траектории движения, описывающего путь, который 
составлен в виде случайных шагов в каком-то пространстве и представ-

ляется как случайный или стохастический процесс. Случайные блуждания, 
считаются, как математическая модель процесса, изменения в которых 
происходят в дискретные моменты времени, причем изменения на каждом 
шаге не зависит от предыдущего шага и от времени. Определение попадания 
в � −окрестность плоскости основано на рассматриваемых леммах и 
теоремах. 

Ключевые слова: методы Монте-Карло, распределение случайных 
величин, «блуждание по сферам», функция восстановления, плотность вос-

становления, �−мерное полупространство. 
 

1 Введение 

Для нахождения решений краевых задач используется множество численных методов, 
среди которых особняком стоят методы статистического моделирования или методы Монте-

Карло [1], [2]. Для решения уравнений газовой динамики, переноса излучений, задач 
электростатики, теории упругости и других успешно разработаны принципы статистического 
моделирования. Статистические алгоритмы помогают решить краевые задачи внутри и вне 
ограниченной области, границы которых могут иметь достаточно сложную структуру. В 
большинстве случаев вычислительная работа в таких алгоритмах линейно зависима от 
размерности области. При построении статистического алгоритма решение краевой задачи 
записывается в виде математического ожидания некоторой случайной величины �, т.е. 
случайная величина � является несмещенной оценкой решения задачи. Обычно несмещен-

ные оценки для решения краевых задач строятся на траекториях марковского случайного 
процесса с дискретным временем (случайного блуждания). Само случайное блуждание про-

исходит в замкнутой ограниченной области ⊂ �, в которой решается краевая задача. 
Вероятность перехода �(�,�) из точки � ∈ � в множество � ⊂ � является субстохасти-

ческим ядром. Исходная краевая задача при этом заменяется эквивалентным интегральным 
уравнением в пространстве непрерывных функций �(�):  �(�) =  ��(�,��)�(�) + �(�),  � ∈ �, 

где �(�) определяется через правуя часть дифференциального уравнения и граничные 
условия. Пусть �(0) = �, �(1), �(2), …− цепь Маркова с переходными вероятностями �(�,�). Вообще говоря, это обрывающаяся цепь. На траекториях цепи стандартным образом 
строится последовательность �(�),� = 0,1, …, несмещенных оценок для �(�).  

2 Материалы и методы 

Случайные блуждания являются очень удобными инструментами представления мате-

матической модели, которая описывает физические процессы, динамика которых имеет сто-

хастическую природу. Построенные при этом схемы оказываются наглядными объяснениями 
общих закономерностей рассматриваемых процессов. 

Существуют две основные формулировки задачи о случайных блужданиях. 
Математическая – расчет вероятности определенного значения координаты точки 

путем перебора возможных положений точки в результате пошаговых перемещений.  
Физическая – случайные блуждания в результате беспорядочных столкновений с 

препятствиями. Это и броуновское движение, и различные варианты диффузии. Простейший 
случай, который соответствует, например, броуновскому движению, состоит в выдвижении 
гипотезы о пространственной изотропии – такая область пространства, физические свойства 
которой (оптические, электрические и др.) не зависят от направления. 

Карл Пирсон в 1905 году впервые ввел понятие «случайное блуждание». К случайным 
блужданиям можно отнести: графы, числовая прямая (из целых или действительных чисел), 
векторные пространства, многомерные римановы многообразия, группы Ли, криволинейные 



 
ҚМПИ ЖАРШЫСЫ №2(78), 2025 ВЕСТНИК КГПИ №2(78), 2025 

 

90 

поверхности. Параметр время также является различным. В самом простом случае блуждание 
происходит в дискретном времени являясь определенной последовательностью случайных 
величин. Моделями случайного блуждания являются: блуждание по целочисленным точкам 
прямой, биномиальное распределение (формула Бернулли), броуновское движение, колебание 
акций в фондовом рынке, движение животных по пастбищу в поисках фуража, банковские 
риски. Все вышеперечисленные случаи всегда можно аппроксимировать с помощью моделей 
случайного блуждания, даже в тех случаях, когда они могут не быть полностью случайными в 
реальной ситуации. Случайное блуждание также тесно связано с Марковским процессом. 
Интерес вызывает вопрос о том, с какой вероятностью случайное блуждание возвращается в 
начало движения или на какое среднее расстояние мы можем отойти через время �. В общем 
случае для нас важны вопросы о случайном блуждании не на всей плоскости, а в некоторой 
ограниченной подобласти. В основном, мы будем заниматься дискретными постановками 
задач, которые будут идти параллельно с их непрерывными аналогами [3].  

3–4 Результаты и обсуждение 

Пусть � − полупространство, ограниченное плоскостью �. Обозначим �� = �(��), где 
{��} − цепь «блуждания по сферам», начинающаяся в точке � = �0. Величину �� �� можно 
представить следующим образом: �� �� = �� ��0 ∏ ����−1

��=1 � = �� �0 + ∑ �� � ����−1

� .��=1     (1) 

Для плоской границы величины ��(��/��−1), очевидно, независимы и одинаково 
распределены; например, в трехмерном случае �� = ��−1 ⋅ 2��,      (2) 
где �� − независимые случайные величины, равномерно распределенные в интервале (0,1). 
Формула (2) следует из того, что проекция конечной точки изотропного единичного вектора 
на фиксированную ось в трехмерном случае распределена равномерно в соответствующем 
интервале. 

Требуемые нам результаты теории восстановления содержатся в следующих 
утверждениях. 

Лемма 1.  
Пусть {��} − последовательность независимых, одинаково распределенных 

случайных величин с математическим ожиданием � < 0, и  
    �� = �����:∑ �� < ���=1 � , � < 0. 

Тогда справедливо следующее асимптотическое соотношение: ��� =
�� + �(|�|) при � → −∞.     (3) 

Обозначим через �(�) среднее число значений �, для которых выполняется 
неравенство ∑ �� > �.��=1  Принято называть �(�) функцией восстановления [4], [5]. 

Лемма 2.  
Пусть �� ≤ � < +∞, � = ��� < 0 и ����( − ���) < +∞ для некоторого � > 0. Тогда 

при � < 0 производная �(�) существует и ����′ (�) = |�|−1. 

Заметим, что функцию �′(�) обычно называют плотностью восстановления [6]. 
Далее определяются математические ожидания случайных величин ��(�)

=��(��+1/��) для различного числа измерений � и их асимптотика при � → ∞. Будет 
проверено также выполнение условий леммы 2 для величин ��(�)

. 

Лемма 3.  
Пусть � −� −мерное полупространство, ограниченное (� − 1) − мерной 

гиперплоскостью. Тогда �(��(�)
) = ���� ��+1�� ��� = �� 2 + ���−12 � − �(�− 1) < 0    (4) 

где �(�) =
� �� �(�)�� , � > 0;  Γ(�) − гамма-функция. 
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В частности, ���� ��+1�� �� = 2� = − �� 2 , ���� ��+1�� �� = 3� = �� 2− 1, ���� ��+1�� �� −  нечетн.� ≥ 3
� = �� 2− ∑ 1� ,�−2�=�−12     (5) 

���� ��+1�� �� − нечетн.� ≥ 4
� = − �� 2 + � 1� .

�−2
�=�2  

Доказательство. Обозначим 

через � угол между нормалью    �(��) 

к гиперплоскости и вектором,  
направленным из точки �� в 

точку ��+1. 
Легко видеть, что ��� � = 

= (�� − ��+1)/��. Следовательно, 
(��+1/��) = 1 − ��� �. Известно, 
что если точка ��+1 выбирается 

равномерно по поверхности 

гиперсферы �(��), то плотность 

распределения � пропорциональна ����−2 � (это нетрудно проверить методом 
индукции). Значит,  ���� ��+1�� ��� =

∫ ��(1−����) ����−2 ����0 ∫ ����−2 ����� .     (6) 

Эта величина отрицательна, так как � ��( 1 − ��� �) ����−2 � �� = � ��( 1 − ���2 �) ����−2 � �� < 0.
�/2
0

�
0  

Сделав в верхнем интеграле выражения (6) преобразования 

1− ��� � = 2[���(�/2)]2, ��� � = 2 ���(�/2) ���(�/2) 

и замену переменной ���( �/2) = �, находим ���� ��+1�� ��� = �� 2 +
2� ∫ ��−2(1− �2)

�−32 �� � ��10 ∫ ����−2 � ���0 . 

Известно, что 

   ∫ ��−1(1 − �2)
�−1 �� � �� =

1�2
� ��� , �� �� ���� − � ��� + ��� ,

�
0

 ∫ ����−1 � �� = 2�−1� ��
2

,
�
2
� ,

�
0

  � − натуральное 

Используя эти выражения, с учетом равенств 
�2 = � =

�� =
�−12  

сразу получаем (4). Окончательное выражение для нечетного � следует из 
соотношения �(� + �) =

1� +
1� + 1

+. . . +
1� + � − 1

+ �(�), � = 1,2, . . ., 

а для четного � нужно дополнительно использовать равенство �(2) =
12 �� + ��12�� + �� 2 при 2� = � − 1. 

Лемма 4. 
Справедливо следующее асимптотическое равенство ���� ��+1�� ��� = − 12� + � � 1�� при � → ∞.   (7) 
Доказательство. Известно, что �(�) = �� � − 12� + � �1�� при � → ∞. 

1kP +  

 

      θ    kP
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Отсюда  ���� ��−1�� �� + 1� = ��+���
2
� − �(�) = 

 �� 2 + ��� − �� 2 − 1� − ��� +
1

2� + �(�) = − 1

2� + �(�). 

Очевидно, что последнее соотношение эквивалентно утверждению леммы [7]. 
Лемма 5. 
Если � <

12, то ����( − ���(�)
) < +∞, ∀�. 

Доказательство следует из соотношения: 
    ∫ ����−2 � ⋅ ���[ − � ��( 1− ��� �)]�� =

�0  

 = ∫ ����−2 � ��
(1−��� �)��0 ≤ ∫ ��

(1−��� �)� < +∞, ∀� <
12 .

�0  

Теперь можно перейти к изучению свойств среднего числа переходов в цепи 
«блуждания по сферам» [8], [9]. 

Теорема 1. 
Среднее число переходов, предшествующих попаданию в � −окрестность плоской 

границы, для � −мерного пространства выражается формулой �(�0, �) =
�� ����(�) + �(|�� �|) при � → 0.     (8) 

При увеличении числа измерений среднее число переходов асимптотически растет, 
как 2�. 

Доказательство. Соотношение (8) сразу следует из (3) и леммы 1, так как �� < � экви-

валентно �� �� < ln� и � = ���(�)
< 0. Второе утверждение является следствием леммы 4. 

Заметим, что в случае трехмерного пространства имеем �(�0, �) =
�� ��� 2−1 + �(|�� �|) при � → 0.     (9) 

Теорема 2. 
Плотность распределения среднего числа центров сфер �� в случае плоской границы �(�) =

1����(�)� ⋅ 1� + �(�−1), при � → 0,    (10) 

где � − расстояние до границы. 
Доказательство. Из леммы 2 и леммы 5 следует, что плотность ℎ(�) распределения 

среднего числа значений ��  �� при � < 0 существует и выражается формулой  ℎ(�) =
1����(�)�+ �(1) при � → −∞. 

Отсюда получают (10), так как �(�) = ℎ(�� �) ⋅ �−1. 
5 Выводы 

С помощью теории восстановления получены результаты, не противоречащие 
утверждениям Лемм. Определены среднее число шагов, которые предшествуют попаданию в � −окрестность плоской границы. Также найдены математические ожидания случайных 
величин для различных чисел измерения и их асимптотика. Доказаны две теоремы. 
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ТАСТАНОВ, М.Г., ЖАРЛЫГАСОВА, Э.З. 
ЖАЗЫҚТЫҚТЫҢ � −АЙНАЛАСЫНА ТҮСКЕНГЕ ДЕЙІН «СФЕРАЛАРДЫ КЕЗУ» 

ҚАДАМДАРЫНЫҢ ОРТАША САНЫ 

Жұмыста кездейсоқ кезу қадамдарының орташа санын анықтау математикалық күту ре-

тінде қарастырылады. Әдетте, бұл белгілі бір кеңістіктегі кездейсоқ қадамдар түрінде құрасты-

рылған және кездейсоқ немесе стохастикалық процесс ретінде ұсынылатын жолды сипаттайтын 
қозғалыс траекториясын анықтау үшін қолданылады. Кездейсоқ кезу процесінің математикалық 
моделі ретінде қарастырылады, онда өзгерістер уақыттың дискретті сәттерінде болады, әр қа-

дамдағы өзгерістер алдыңғы қадамға және уақытқа тәуелді емес. Жазықтықтың � −айналасына 
түсуінің анықтамасы қарастырылып отырған леммалар мен Теоремаларға негізделген. 

Түйінді сөздер: Монте-Карло әдістері, кездейсоқ шамалардың таралуы, «сфераларды кезу», 
қалпына келтіру функциясы, қалпына келтіру тығыздығы, m-өлшемді жартылай кеңістік. 
 

TASTANOV, M.G., ZHARLYGASSOVA, E.Z. 
THE AVERAGE NUMBER OF THE "FLOATING RANDOM WALK" STEPS BEFORE ENTERING 

THE ε- NEIGHBORHOOD OF THE PLANE 

The paper considers the definition of the average number of steps of a floating random walk as a 

mathematical expectation. This is usually used to determine the trajectory of a movement describing a path that 
is composed of random steps in some space and is represented as a random or stochastic process. Floating 
random walks are considered as a mathematical model of a process in which changes occur at discrete points 

in time, and the changes at each step do not depend on the previous step and on time. The definition of falling 

into the ε-neighborhood of the plane is based on the lemmas and theorems under consideration. 
Key words: Monte-Carlo methods, random variable distribution, "floating random walk", recovery 

function, recovery density, m-dimensional semi-space. 
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СХЕМА МЕТОДОВ МОНТЕ-КАРЛО 
 

Аннотация 
При использовании метода Монте-Карло моделируются случайные 

величины с известными законами распределения, и из этих величин по 
известным правилам конструируются более сложные, распределение кото-

рых уже не может быть найдено аналитически. Эти результирующие 
распределения могут быть известны с точностью до параметров – в этом 
случае используется аппарат математической статистики для оценивания 
этих параметров. В случае, когда вид результирующего распределения 
неизвестен, используются непараметрические методы. 

Ключевые слова: методы Монте-Карло, способы задания случайной 
величины, интеграла типа Лебега, модификации методов Монте-Карло, 
процесс «блуждания по сферам». 

 

1 Введение 

Моделирование более сложного случайного процесса при помощи известной простой 
случайной величины является основным содержанием методов Монте-Карло. Одной из са-

мой простой случайной величиной может служить случайная величина, равномерно распре-

деленная на промежутке [0,1]. Известно много способов построения, с любой заданной 

точностью, (хотя бы бросанием монеты) случайной величины равномерно распределенной 
на [0,1]. Подобный способ задания случайной величины называют конструктивным. Тогда, 
естественно требовать, чтобы рассматриваемые вероятностные пространства тоже были 
конструктивными. Под конструктивным вероятностным пространством будем понимать 
такое вероятностное пространство (�,�,�), для которого существует измеримое отобра-

жение � = �(�), � ∈ [0,1], � ∈ Ω, отрезка [0,1] в � такое, что для любого � ∈ � �{�} = ∫ ��,�  

где � = {�:�(�) ∈ �} [1]. Таким образом, требование конструктивности вероятностного 
пространства означает, что случайная величина, определенная на нем, должна выражаться 
через равномерно распределенные на [0,1] случайные величины. Последние же, как отме-

чалось, могут быть заданы конструктивно. 
2 Материалы и методы 

При конструктивном задании случайные величины являются функциями указанных 
совокупностей равномерно распределенных случайных величин, а математические ожидания 
функционалов от процессов являются интегралами по единичному гиперкубу счетной крат-
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