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ВВЕДЕНИЕ

Преподавание раздела «Программирование» в школьном курсе информатики для большинства учителей вызывает наибольшие затруднения. Одной из причин этого является негативное отношение большей части учеников к данному разделу информатики, как наиболее сложному, требующему умственного напряжения, максимальной активизации творческой активности личности, в отличие от ярких, захватывающих, эффектных, легко осваиваемых современных компьютерных технологий.

В соответствии с образовательным Госстандартом  Республики Казахстан преподавание данного раздела, начиная с 2011 года, проводится в 7-9 классах. Продолжением изучения курса программирования может быть выбор одного из профильных курсов в старших классах, связанных с программированием.  

Учитель информатики, в соответствии с требованиями образовательного стандарта, кроме преподавания избранных курсов в рамках учебного плана, должен представлять также результаты своей работы и в виде призовых мест на олимпиадах по программированию различного уровня, научных конференциях учащихся, конкурсах. Участие в предметных олимпиадах повышает интерес у учащихся, способствует более сознательному и глубокому изучению школьного предмета, но подготовка олимпийца – трудоёмкий и долгий процесс. Отбор ребят и подготовка к олимпиадам должна начинаться задолго до их участия в официальных соревнованиях. Успеха может добиться только тот педагог, который работает с ребятами постоянно и целенаправленно.    Чтобы достичь такого уровня подготовки учеников,  ему необходимо проводить занятия с одарёнными детьми в рамках  факультативных курсов,  спецкурсов, дополнительных занятий. Эта работа требует не только огромных затрат времени, но и хорошего знания основ программирования самим учителем, высокого уровня компетентности учителя в этом направлении. 
Исходя из этих требований,  в учебный план специальности 5В011100 «Информатика» включён курс по выбору «Математические основы прграммирования» с целью формирования профессиональных качеств будущего учителя информатики в области программирования и олимпиадной информатики для работы с одарёнными детьми, преподавания профильных, прикладных курсов, связанных с программированием.

Недостаточное количество качественной учебно-методической литературы по данному курсу послужили причиной разработки предлагаемого учебного пособия в помощь студентам - будущим учителям информатики, ученикам и учителям информатики, занимающимся решением задач повышенной сложности, нестандартных задач, подготовкой к олимпиадам по программированию; в пособии собран и систематизирован материал, необходимый для овладения соответствующими навыками решения задач: приведён необходимый теоретический материал по исследуемым вопросам, анализ построения фундаментальных алгоритмов решения задач различного уровня, особенности их реализации в среде программирования, методика оптимизации алгоритмов решения, подобраны задания для самостоятельной работы студентов по каждой теме.

В пособии обобщается многолетний опыт автора по подготовке участников - призёров олимпиад городского, областного и республиканского уровней и участия в организации и проведении олимпиад различного уровня. 

1  Основные технологии решения задач

1.1 Основные этапы решения алгоритмических задач на компьютере
Постановка задачи. Один из самых главных этапов. Необходимо выяснить, что будет результатом решения задачи. Каковы исходные данные? Существуют ли ограничения для этих данных? Какие структуры данных необходимо использовать для хранения и обработки исходных данных?
Как будет реализовываться поставленная задача?  Как достичь требуемых результатов? Каковы способы и методы достижения выясненных на первом этапе целей?
После выяснения вопросов первых двух этапов приступаем к  этапу разработки алгоритма решения поставленной задачи, т.е. структуризация, разбиение задачи на последовательность простых модулей, каждый из которых легко может быть реализован на языке программирования.
Следующий этап – непосредственный перевод словесного алгоритма или его блок-схемы на выбранный язык программирования и ввод полученной программы в компьютер.
После ввода программы начинается отладка программы, то есть, устранение синтаксических ошибок и неточностей, допущенных на предыдущих этапах.
После того, как программа заработала, необходимо проверить её на правильность работы, используя набор контрольных данных, этап тестирования программы, выяснение и устранение агоритмических ошибок.
1.2 Использование файлов данных в программах

При решении олимпиадных задач чаще всего требуется организовать считывание программой данных из входного файла и вывод результатов решения задачи в выходной файл. Чаще всего используются для этой цели текстовые файлы. 
Текстовый файл - это файл последовательного доступа. Это значит, что при работе с ним  можно либо только считывать из него информацию символ за символом (или строка за строкой),  либо записывать; возвращаться к только  что прочитанным или записанным данным нельзя (для этого можно закрыть файл и начать с ним работать заново).

Для работы с текстовыми файлами используют переменные типа Text. Перед началом работы необходимо сопоставить такой переменной имя конкретного дискового файла. Для этого предназначена стандартная процедура: Assign(<файловая переменная>,<имя файла>);

Открытие файла для чтения производится процедурой Reset(<файловая переменная>);

Открытие для записи: Rewrite(<файловая переменная>);

Кроме того, в Pascal можно открывать файл для дополнения. Информация при этом будет дописываться к уже существующему содержимому файла:  Append(<файловая переменная>);

После открытия файла для чтения можно считывать информацию с помощью стандартной процедуры  Read(<файловая переменная>, <переменная>);

Если же необходимо прочитать данные и перейти на следующую строку файла, то применяется процедура Readln(<файловая переменная>, <переменная>);

Необходимо обратить внимание на то, что при чтении с помощью Read считывается одно значение, если указана числовая переменная, и вся строка, если переменная имеет тип String.
Для записи используется процедура 

Write(<файловая переменная>, <переменная>);

Для записи с переходом на новую строку:  
Writeln(<файловая переменная>,<переменная>)

При чтении из файла возникает вопрос, как определить, когда файл заканчивается (при попытке чтения после достижения конца файла происходит ошибка времени исполнения). Для решения проблемы в Паскале предусмотрены две логические функции:

Eoln(<файловая переменная>)- проверка достижения конца строки,

Eof(<файловая переменная>)– проверка достижения конца файла.

После работы с файлом его необходимо закрыть с помощью процедуры Close(<файловая переменная>);

Процедуры Reset,Rewrite,Append и Close необходимы для правильной обработки буфера файла - области оперативной памяти, куда временно считывается  содержимое файла перед заполнением конкретных переменных.

Пример 1. Составить  программу считывания последовательности чисел из входного файла и вывода суммы чисел в выходной файл.

Var fin,fout:Text; 
    a,s:integer;
Begin 

  Assign(fin,’1.in’); Reset(fin);   

  Assign(fout,’1.out’);Rewrite(fout);
  S:=0;
  While not eof(fin) do 

     Begin

        Read(fin,a); 
        S:=s+a;

     End;
  Write(fout,s);
  Close(fin);
  Close(fout);

  End.

В Паскале имеются стандартные файлы Input  для ввода и Output - для вывода. С их помощью  можно переназначать стандартный ввод и вывод. Например, после команды Assign(output,prn); обычная  процедура Write по умолчанию будет выводить данные на принтер.

Пример 2. Считать входные данные из входного файла, имеющего следующий формат: впервой строке заданы два числа – M и N, указывающее количество строк и столбцов двумерного массива, в следующих M строках заданы элементы двумерного массива 0 или 1 через пробел (n цифр в каждой строке). Вывести данные входного файла на экран для просмотра, затем создать выходной файл и вывести элементы двумерного массива в выходной файл.

Var a: Array[1..20,1..20]of Byte; 

    m,n,i,j:Byte; 
    f:Text; 
 Begin

 
Assign(f,’A.in’);
 
Reset(f);
 
Readln(f,m,n);

     For i:=1 to m do

         For j:=1 to n do 
             Read(f,a[i,j]);
    Close(f);

    Assign(f,’A.out’);
    Rewrite(f);

    For i:=1 To m Do

       Begin

          For j:=1 To n Do 
             Write(f,a[i,j],’ ’);
             Writeln(f);
       End;

    Close(f);

End.

Примечание: Иногда содержимое двумерного массива во входном файле может быть задано без пробелов:

4 5

00111

11001

11111

00000

В таком случае необходимо считать всю текущую строку входного файла в строковую переменную (либо считывать посимвольно текущую строку, сразу обрабатывая символы  строки или занося их в массив):

For i:=1 To m Do

 Begin

  Readln(f,s);

   For j:=1 to Length(s) Do 

          If s[j]=’1’ Then a[i,j]:=1 Else a[i,j]:=0;

 End;

Примечание: Если формат входного файла вызывает сомнения, в таком случае надёжнее считать всю строку, удалить в ней пробелы, а затем считать из неё символы в массив.

Задания для самостоятельной работы
1. Написать программу удаления из текстового файла всех пустых строк.

2. В текстовом файле хранятся размеры двумерного массива и значения его элементов. Возвести все элементы в квадрат. Результат записать в отдельный файл.

3. Во входном файле хранится размер массива (в первой строке), затем во второй строке – элементы массива. Считать входные данные, найти сумму элементов массива, их среднее арифметическое и занести результат в выходной файл.

4. Во входном файле содержится число N – количество строк массива, затем в следующих N строках сами строки длиной не более 40 символов. Считать входные данные, упорядочить массив строк по возрастанию длины, результат вывести в выходной файл.

5. Во входном файле хранится размер квадратной матрицы, затем в следующих N строках содержатся элементы квадратной матрицы через пробел. Считать данные из входного файла, проверить, является ли заданная матрица симметричной относительно диагоналей, в выходной файл вывести результат проверки.

6. Дан файл, элементы которого содержат сведения о сотрудниках – фамилии, возрасте, зарплате. Подсчитать, у скольких сотрудников зарплата меньше средней.

7.  Сведения об ученике состоят из его имени и названия класса, в котором он учится. Дан файл F, содержащий сведения об учениках школы:

· выяснить, имеются ли в школе однофамильцы;

· выяснить, в каких классах насчитывается более 10 учеников.

8.   Дан файл, в котором есть информация о фамилии, имени, адресе и дате рождения человека. По адресу найти фамилию этого человека.

9.   Сведения об автомобиле состоят из его марки, номера и фамилии владельца. Дан файл, содержащий сведения о нескольких автомобилях. Найти:

· фамилии владельцев и номера автомобилей данной марки;

· количество автомобилей данной марки.

10. Написать программу, которая вычисляет среднее арифметическое чисел, находящихся в файле.
1.3  Процедурная технология в программировании
При использовании структурной технологии разработки программ на каждом этапе текущая задача разбивается на ряд подзадач, определяя тем самым некоторое количество отдельных подпрограмм. Подпрограмма – это повторяющаяся группа операторов, оформленная в виде самостоятельной программной единицы. Использование подпрограмм – способ реализации технологии структурного программирования. В среде программирования Pascal подпрограммы бывают двух видов: процедуры и функции. Главное их различие заключается в том, как они вызываются из основной программы. Создавая новую процедуру, программист, можно сказать, разрабатывает новую команду языка, которая и будет использоваться в дальнейшем как одна из стандартных команд, таких, как Read или Write. функция же будет использоваться так же, как одна из стандартных функций, например, Abs или Sqr.

В любой программе все переменные делятся на глобальные и локальные. Все переменные, объявленные в основной программе (глобальные), можно использовать и в процедуре, хотя это, за исключением особых случаев, считается плохим стилем в программировании. Локальные переменные существуют только в течение времени работы процедуры, определяются (создаются) при её вызове и исчезают после завершения работы процедуры. При описании процедуры указывается список формальных параметров. Каждый параметр является локальным по отношению к описываемой процедуре, к нему можно обращаться только в пределах данной процедуры. 

Параметры-значения – передача параметров по значению: внутри процедуры можно производить любые действия с формальным параметром, но эти изменения не отражаются на значении фактического параметра, то есть его значение до вызова процедуры и после завершения её работы остаётся неизменным.

Параметры-переменные – передача параметров по ссылке: передаётся  адрес фактического параметра, после этого формальный параметр становится его синонимом, любые операции с формальным параметром выполняются непосредственно над фактическим параметром.

Пример 1. Составить процедуру нахождения суммы цифр натурального числа.

Procedure Summa(m:Longint; Var s:Byte);

Begin

 S:=0;

 Repeat

   S:=s+m Mod 10;

   M:=m Div 10;

 Until m=0;

End;

Здесь m – параметр-значение процедуры, s – параметр-переменная.

Пример 2.  Составить процедуру, проверяющую, является ли заданная строка перевёртышем.

      Procedure Prov(s:String; Var flag:Boolean);

   Var i:Integer;

   Begin

 flag:=True;

 For i:=1 To Trunc(Length(s)/2)Do

  If s[i]<>s[Length(s)-i+1] Then flag:=False;

End;

Часто в процессе разработки процедуры выясняется, что она имеет только один выходной параметр, который в дальнейшем должен входить в состав выражения. Такую подпрограмму лучше всего оформить в виде функции пользователя.

   Function Pow (а,b:Integer):Real;

     Begin

Pow:=ехр(b*ln(а));

End;
Пример 3. 
Если нужно вычислить выражение 
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, где функция f oпpeдeлeнa следующим образом: 
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, то программа будет выглядеть так:

    Var s,а:Real;

    Function f(х:Real):Real;

     Begin

       f:=Sqrt(5+Abs(Sqr(x)-2);

     End;

     Begin

       Write(’а=’,а); Readln(a);

       s:=(4*Sqr(f(а-1))+3)/(f(а-8)+2);
       Writeln(’s=’,s) 

     End.
Указание: Какую форму подпрограммы выбрать и как передавать ей параметры, должен решать сам программист (если он, конечно, владеет всеми приёмами использования и процедур, и функций).

Задания для самостоятельной работы
1. Используя процедуру нахождения количества натуральных делителей числа, определить, у какого из трех чисел натуральных делителей больше.

2. Используя процедуру нахождения суммы цифр натурального числа, определить сумма цифр какого из трех чисел больше.

3. Используя процедуру нахождения наибольшего общего делителя двух натуральных чисел, найти   НОД трех чисел.

4. Используя процедуру НОД, сократить простую дробь. Числитель и знаменатель дроби вводятся с клавиатуры.

5. Используя процедуру нахождения наименьшего общего кратного двух натуральных чисел, найти сумму двух простых дробей. Числители и знаменатели дробей вводятся с клавиатуры.

6. Написать процедуру вычисления факториала. В качестве параметра цикла использовать локальную переменную.

7. Написать процедуру вычисления натуральной степени целого числа. 

8. Функция вычисляет количество натуральных делителей данного числа. Используя эту функцию, определить, у какого из трёх чисел натуральных делителей больше.

9. Функция проверяет, является ли данное натуральное число простым. Выдать   первые N простых чисел.

10. Функция вычисляет площадь треугольника по координатам его вершин. Используя эту функцию, определить, площадь какого из двух треугольников больше.

1.4 Рекурсивные процедуры
Слово «рекурсия» происходит от латинского слова «recursio» - возвращение. Если программа (или функция) обращается сама к себе как к подпрограмме (или функции) непосредственно или через цепочку подпрограмм, то она называется рекурсией.  Рекурсивным называется объект, который частично вызывает сам себя. 

Рассмотрим определение факториала: N!=1*2*3*...*n. Такое произведение можно вычислить с помощью итеративных конструкций, например, оператора цикла for: 
Fact:=1;  For i:=1 to n do Fact:=Fact*i;

  Однако существует также другое определение факториала, в котором используется рекуррентная формула:
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Определения с помощью рекуррентных формул иногда называют рекурсивными определениями.

Пример 1. Program factorial;

Var n:Integer;

Function Fact(i:Integer):Longint;

Begin

 If i=1 Then Fact:=1  Else  Fact:=Fact(i-1)*i;

End;

Begin

  Write(’введите число n:’);Readln(n); Writeln(n,’!=’;,Fact(n));
Readln
End.

Содержание и мощность рекурсивного определения состоит в том, что оно позволяет с помощью конечного выражения определить бесконечное множество объектов. Для создания рекурсивных алгоритмов необходимо и достаточно наличие понятия процедуры или функции. Программы, в которых используются рекурсивные процедуры, отличаются простотой, наглядностью и компактностью текста. Однако за эту простоту приходится расплачиваться неэкономным использованием оперативной памяти, т.к. выполнение рекурсивных процедур требует значительно большего размера оперативной памяти во время выполнения, чем  нерекурсивных. При каждом рекурсивном вызове процедурой самой себя её состояние должно быть сохранено во временной области памяти. Состояние при этом определяется адресом, где произошла остановка вызывающей процедуры, и значением всех локальных переменных, а также для параметров процедуры, которые передаются по значению.

Таким образом, какой-либо локальной переменной А на разных уровнях рекурсии будут соответствовать различные ячейки памяти, которые могут иметь различные значения. Поэтому, воспользоваться значением переменной A i-го уровня рекурсии можно, находясь только на i-м уровне рекурсии.

Максимальное число рекурсивных вызовов процедуры без возвратов, которое происходит во время выполнения программы, называется глубиной рекурсии. Число рекурсивных вызовов в каждый конкретный момент времени называется текущим уровнем рекурсии. 

Главное требование к рекурсивным процедурам заключается в том, что вызов рекурсивной процедуры должен выполняться по условию, которое на каком-то уровне рекурсии станет ложным.

Структура рекурсивной процедуры может принимать три разных формы:

1. форма с выполнением действий до рекурсивного вызова (с выполнением действий на рекурсивном спуске):

Procedure Rec;

Begin

 S;

 If условие Then Rec;

End;

2. форма с выполнением действий после рекурсивного вызова (с выполнением действий на рекурсивном возврате):

Procedure Rec;

Begin

  If условие Then Rec;

  S;

End;

3. форма с выполнением действий как до, так и после рекурсивного вызова (с выполнением действий как на рекурсивном спуске, так и на рекурсивном возврате).

Procedure Rec;{первый вариант}

Begin

 S1;

 If условие Then Rec;

 S2;

End;

Procedure Rec;{второй вариант}

Begin

 If условие Then 

  Begin

    S1;

    Rec;

    S2;

  End;

End;

Многие задачи безразличны к тому, какая используется форма рекурсивной процедуры. Однако есть классы задач, при решении которых программисту требуется сознательно управлять ходом работы рекурсивных процедур и функций. Поэтому глубокое понимание рекурсивного механизма, умение управлять им пол собственному желанию является необходимым качеством квалифицированного программиста.

Выполнение действий на рекурсивном спуске. 

Для реализации универсального алгоритма вычисления факториала, работающего на спуске, в рекурсивную функцию требуется дополнительно ввести два параметра:  F - для выполнения до рекурсивного вызова (то есть на спуске) операции умножения накапливаемого значения факториала на очередной множитель;

m - для обеспечения независимости рекурсивной функции от имени конкретной глобальной переменной, то есть для повышения универсальности функции.

Пример 2. Program Factorial_Down;

Var n:Integer;

Function Fact_Dn(F:Longint;i,m:Integer):Longint;

Begin
  F:=F*i;

{накопление факториала стоит до оператора рекурсивного вызова - вычисления на рекурсивном спуске}
 If i=m Then Fact_Dn:=F Else Fact_Dn:=Fact_Dn(F,i+1,m)

End;

Begin

  Write(’введите число n:’); Readln(n);

  Writeln(n,’!=’,Fact_Dn(1,1,n));

Readln
End.

Для демонстрации выполняемых функцией Fact_Dn действий приведём таблицу трассировки значений её параметров по уровням рекурсии. 

	Текущий уровень рекурсии
	Рекурсивный спуск
	Рекурсивный возврат

	0
	Ввод(n=5)              Fact_Dn(1,1,5);
	Вывод n!=120;

	1
	F:=1*1(1);    i=1;     Fact_Dn(1,2,5);           
	Fact_Dn:=120;

	2
	F:=1*2(2);    i=2;     Fact_Dn(2,3,5);
	Fact_Dn:=120;

	3
	F:=2*3(6);    i=3;     Fact_Dn(6,4,5);
	Fact_Dn:=120;

	4
	F:=6*4(24);   i=4;     Fact_Dn(24,5,5);
	Fact_Dn:=120;

	5
	F:=24*5(120); i=5;     Fact_Dn:=120;
	Fact_Dn:=120;


Пример 3. Program Factorial_Up;

Var n:integer;

Function Fact_Up(i:integer):longint;

Var f:longint;

Begin 

  If i=1 then f:=1 Else f:=Fact_Up(i-1);

  Fact_Up:=f*i;

    {накопление факториала стоит после оператора рекурсивного вызова - вычисление выполняется на возврате}

End;

Begin

 Write(’введите число n:’);readln(n);   Writeln(n,’!=’,Fact_Up(n));
Readln
End.
	Текущий уровень рекурсии
	Рекурсивный спуск
	Рекурсивный возврат


	0
	Ввод(n=5)   Fact_Up(5);
	Вывод n!=120;

	1
	i=5;        f:=Fact_Up(4);           
	Fact_Up:=24*5(120);

	2
	i=4;        f:= Fact_Up(3);
	Fact_Up:=6*4(24);

	3
	i=3;        f:= Fact_Up(2);
	Fact_Up:=2*3(6);

	4
	i=2;        f:= Fact_Up(1);
	Fact_Up:=1*2(2);

	5
	i=1;        f:=1;
	Fact_Up:=1*1(1);


Пример 4. Program Fibonacci;

 {программа вычисления n-го числа Фибоначчи}
Uses Crt;

Function F(n:word):Longint;

Begin

 If KeyPressed Then Halt;

  {выход из «зависания» компьютера по нажатию любой клавиши}
 If (n=0) or (n=1) Then F:=1 Else F:=F(n-2)+F(n-1);

End;

Function G(n:word):Longint;

Var x,y,t:Longint; k:Word;

Begin 

     x:=1;y:=1; For k:=2 To n Do 
      Begin t:=y; y:= x+y; x:=t End; G:=y;

End;

Begin Writeln(’введите значение n:’); Readln(n);

      Writeln(’рекурсивный алгоритм: F(’,n,’)=’,F(N));

      Writeln(’итерационный алгоритм: F(’,n,’)=’,G(n));

End.

В этой программе реализованы два метода решения задачи вычисления числа Фибоначчи. Один их них - итерационный метод - он заключается в прямом программировании итерационной формулы для чисел Фибоначчи. Решение с использованием рекурсивных вызовов запрограммировано с помощью функции F. Оператор, вычисляющий её значение, два раза вызывает саму эту функцию. Текст рекурсивной функции короче, лаконичнее итерационной функции. 

Но при рекурсивном программировании велика вероятность ошибок, которые во время выполнения программы могут «подвесить» компьютер. По этой причине следует соблюдать некоторые правила безопасности. Во-первых, рекомендуется компилировать программу с директивой {$S+}. Эта директива включает проверку переполнения стека (то есть именно той области памяти, в которой хранится состояние вызывающей подпрограммы). Если в процессе выполнения программы происходит переполнение стека, то вызов процедуры или функции, откомпилированной с опцией {$S+}, приводит к завершению работы программы и на дисплей выводится сообщение об ошибке. Полезно также использовать директиву {$R+}, включающую проверку диапазона переменных. Во-вторых, можно разместить в начале каждой процедуры (функции), вызываемой рекурсивно, строку if keypressed then halt, в этом случае при зависании программы вместо перезагрузки достаточно будет нажать любую клавишу. 

Пример 5. Программа вычисления наибольшего общего делителя двух натуральных чисел.

Var m,n:Longint;k:Word;

Function nod_rec(m,n:Longint):Longint;

Begin k:=k+1; 
     If n=0 Then nod_rec:=m 
         Else If m<n Then  

      nod_rec:=nod_rec(n,m) Else nod_rec:=nod_rec(m-n,n)

End;

Function nod_iter(m,n:Longint):Longint;

Var t:Longint;

 Begin While n>0 Do

  Begin 

   If m<n Then 

     Begin t:=m;m:=n;n:=t End;
    t:=m-n;m:=n;n:=t 

  End;

  nod_iter:=m

 End;

Begin Writeln(’введите два натуральных числа:’);    Readln(m,n);k:=0; 

    Writeln(’рекурсивная функция:’,nod_rec(m,n));

    Writeln(’глубина рекурсии:’,k);

    Writeln(’итерационная функция:’,nod_iter(m,n));

End.

 Примечание: при использовании рекурсии необходимо помнить  следующие правила: 

В первую очередь, необходимо правильно оформить выход из рекурсии!

Рекурсивная процедура вызывает саму себя с изменённым значением параметра.

Рекурсия требует большого объёма памяти и не может иметь слишком много вложений.

Для хранения всех данных рекурсивной процедуры используется организация памяти в виде стека (по принципу «LAST IN - FIRST OUT», то есть «Последним вошёл - первым вышел», а под стек выделяется ограниченный объём памяти).
Пример 6. Рекурсивный вариант перевода числа из десятичной системы счисления  в двоичную.

Var n:Integer; 

Procedure DesDwRec(n:Integer);

Begin

 If n>1 Then DesDwRec(n Div 2); 
 Write(n Mod 2);

End;

Begin

 Write(’введите десятичное число:’); Readln(n); DesDwRec(n);

End.

Пример 7. Над цепью озер летела стая белых гусей. На каждом озере садилось половина гусей и еще полгуся, а остальные летели дальше. Все гуси сели на семи озерах. Сколько гусей было в стае? 

Решение: Математически задача решается устно очень остроумным способом.

Пусть вместе со стаей белых гусей все время летит еще один, Серый гусь. Если к некоторому озеру подлетит m белых гусей и Серый, то на этом озере садится 

 - ровно половина всех гусей вместе с серым. Поэтому после каждого озера число летящих гусей уменьшается ровно вдвое. После семи озер оно уменьшится в 27 = 128 раз, а остается летящим один Серый гусь. Значит, вначале было 128 гусей, из них 127 - белых. 

Обозначим через xk - количество летящих белых гусей, когда впереди еще k озер. Тогда условие задачи записывается так:   
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Отсюда получаем для последовательности (xk) рекуррентное соотношение  


Зная его, легко составить рекурсивную процедуру: 

 Procedure Goose(x,k:Integer); 

Begin 

  If k=1 Then Writeln(x) Else Goose(2*x+1,k-1) 

End; 

В процедуру вводятся всего две переменные: x - искомое число гусей; k - число озер. Процедура устроена с расчетом, что гуси уже пролетели все 7 озер, значит надо вводить значение для x - один (1), а для k - семь (7). В процедуре устроено, что число k уменьшается на 1 и тогда опорным условием («якорем») завершения процедуры является условие равенства 1 значений k и после этого на экран надо выдать значение числа гусей:  if k = 1 then writeln(x). 

Опорное условие может быть и другим, если первоначальным значением k будет 1, тогда при повторном обращении к процедуре значение k надо не уменьшать, а увеличивать на 1 (k + 1), опорным условием, в этом случае, будет k = 7. 

Нет проблем в составлении рекурсивных процедур, если задачи связаны с арифметическими или геометрическими прогрессиями - вообще последовательностями, заданными как формулами n-го члена, так и рекуррентными соотношениями. 
Одним из типов задач, при решении которых используются рекурсивные процедуры, являются задачи, связанные с построениями фрактальных кривых (сооствественно, методы построения таких кривых получили название фрактальной графики).
Определение: Фракталами называются множества, части которых являются повторением образов самих множеств. Наиболее известными фрактальными множествами являются: салфетка и скатерть Серпинского, модель Мандельброта человеческого лёгкого, фрактал Хартера-Хейтуэя (ломаная Дракона), кривые Гильберта, снежинка Коха. Рекурсия при построении фракталов просто необходима. Рассмотрим примеры построения некоторых фрактальных кривых.
Пример 8. Составим алгоритм построения некоторой картинки, которая представляет собой окружность в центре экрана (планета), вокруг которой имеется ряд спутников (окружностей), вокруг которых, в свою очередь, также имеется ряд спутников и т.д. 

Если составить процедуру, с помощью которой можно изобразить на экране окружность-планету с рядом окружностей-спутников, а для рисования каждого из спутников использовать эту же процедуру (с другими параметрами), то будем иметь дело с рекурсивным использованием процедуры.

Обозначим: n - глубина рекурсии (кол-во рекурсивных обращений к процедуре)

           Kolsp - количество спутников у каждой планеты

         x1,y1 - координаты спутника

         rad - радиус планеты

         rorb - радиус орбиты спутника

         korb - отношение радиуса орбиты спутника к радиусу орбиты планеты

         ksput - отношение радиуса спутника к радиусу планеты  

Uses Crt,Graph;{система планет}

Var n,kolsp,rad,x,y,gt,gm:integer; korb,ksput:real;

Procedure Planeta(x,y,rad,n,kolsp:integer;korb,ksput:real);

Var i,x1,y1:integer;f,rorb:real;

Begin

  If n>0 then

  Begin

    Setcolor(n);

    Circle(x,y,rad); {построение планеты}

    rorb:=rad*korb;  {радиус орбиты спутника}

    f:=6.28/kolsp;   {угол между спутниками}

    For i:=1 to kolsp do  {для каждого спутника}

    Begin

       x1:=x+trunc(rorb*cos(f*i));
      {координаты центра i-го спутника}

       y1:=y-trunc(rorb*sin(f*i));

       setcolor(n);
       delay(50);  

    Planeta(x1,y1,trunc(rad*ksput),n-1,kolsp,korb,ksput);
{рекурсивное обращение к процедуре planeta}

    End;

  End;

End;

Begin

 Writeln('введите глубину рекурсии:');Readln(n);

   Writeln('введите кол-во спутников:');Readln(kolsp);

   x:=320;y:=240;rad:=100;korb:=1.6;ksput:=0.4;

   Initgraph(gt,gm,'');

   Planeta(x,y,rad,n,kolsp,korb,ksput);

   Closegraph;

End.

Результат выполнения программы при n=4, kolsp=5

[image: image39.emf]
Пример 9. Драконова ломаная относится к классу самоподобных рекурсивно порождаемых геометрических структур. Ломаная нулевого порядка представляет собой просто прямой угол. Изображение фигуры каждого следующего порядка строится путем рекурсивных замен каждого из отрезков фигуры младшего порядка на два отрезка, сложенных также в виде прямого угла.
[image: image5.png]°
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При этом каждый первый угол оказывается «вывернутым» наружу, а каждый второй - вовнутрь. На рисунке проиллюстрирован алгоритм построения драконовой ломаной и изображён  «дракон» десятого порядка. 

Uses Crt,Graph;

Procedure Dracon(x1,y1,x2,y2:Real;n:Integer);

Var xn,yn,dx,dy, xc,yc:Real;

Begin
 If KeyPress Then Halt;{выход из программы при «зависании»}

 If n>0 Then

   Begin

     xc:=(x2+x1)/2;yc:=(y2+y1)/2;

     dx:=x2-x1;dy:=y2-y1;

     xn:=xc+dy/2;yn:=yc-dx/2; 
     SetColor(14); Dracon(x1,y1,xn,yn,n-1); Delay(10);

     Dracon(x2,y2,xn,yn,n-1); Delay(10);

  End

  Else

   Line(Trunc(x1),Trunc(y1),Trunc(x2),Trunc(y2));

 End;

Var x1,y1,x2,y2:Real; n,gt,gm:Integer;

Begin

 Writeln(’введите координаты концов начального отрезка:’);

 Readln(x1,y1,x2,y2); 

 Writeln(’введите глубину рекурсии:’); 
 Readln(n);

 InitGraph(gt,gm,’’); 
 Dracon(x1,y1,x2,y2,n);

End.

Задания для самостоятельной работы
1. Ежедневно Незнайка учит половину от суммы выученных за два предыдущих дня иностранных слов и еще два слова. Знайка считает, что силы Незнайки иссякнут, когда нужно будет выучить 50 слов в день. Через сколько дней иссякнут силы у Незнайки, если в первые два дня он выучил по одному слову?

2. Татьяна Ларина, читая очередной французский роман, подсчитала сумму номеров прочитанных страниц (Q). Написать программу, определяющую номер последней прочитанной страницы. 

3. Царевна-лягушка съедает ежедневно на 20% комаров больше, чем в предыдущий день, и ещё два комара. Через сколько дней количество съеденных комаров превысит 100, если в первый день было съедено 12 комаров?

4. На каждом следующем дне рождения Винни Пух съедает столько же пищи, что и на двух предыдущих. На двух первых днях рождения у Пятачка и Кролика он съел по 100 г пищи. Сколько кг пищи съест Винни Пух на 15-м дне рождения? 

5. Написать программу, демонстрирующую открывающуюся и закрывающуюся матрёшку (составленную из половинок эллипсов), где N - глубина рекурсии (количество вложений в матрёшке),  R - радиус эллипса

[image: image40.emf]
6.  Составить программу построения следующего рисунка:

· строится окружность в центре экрана;

· осуществляется переход на концы горизонтального (вертикального) диаметра окружности, которые должны играть роль центров двух окружностей меньшего радиуса (примерно в полтора раза) и т.д.

Результат выполнения программы при n=1, 2, 4

[image: image41.emf]
7. Составить программу построения следующего изображения: строится квадрат, на каждой из сторон которого строятся 3 стороны малого квадрата и т.д.

[image: image42.emf]
2  Структуры, используемые  для  представления данных в программировании

2.1 Представление данных в виде одномерного массива
При решении многих серьёзных задач в программировании одним из возможных способов представления данных является  массив.  Массивы классифицируются как по типу элементов (числовые, символьные, строковые, логические), так и по размерности.

Возможности современных языков программирования обеспечивают поддержку нисходящей технологии конструирования программ. Суть нисходящего конструирования программ заключается в разбивке большой задачи на меньшие подзадачи, которые могут рассматриваться отдельно. В свою очередь, восходящая технология конструирования программ заключается в том, что решение (программа) «складывается из отдельных кирпичиков», из известных решений подзадач. Важнейшей составляющей этих технологий является структурное программирование. Основоположником идеи структурного программирования является профессор Э.Дейкстра: в 1965 году он высказал предположение о том, что оператор GO TO мог бы быть исключён из языков программирования (и не только это предложение). 

Указание: Оформим  в виде процедур ввод, вывод элементов массива; и решение многих задач, которые в дальнейшем могут использоваться в качестве подзадач при решении других задач, будем стараться оформлять в виде процедур, функций.

Type mass=Array[1..30] of Integer;

Var a:mass; n,k:Integer;

Procedure Vvod1(Var m:mass);

 {процедура заполнения массива случайными числами}
Var i:Integer;

Begin

  For  i:=1 To n Do  m[i]:=Random(100);

End;

Procedure Vvod2(Var m:mass);

 {процедура заполнения массива числами, считываемыми с клавиатуры}
Var i:Integer;

Begin

   For  i:=1 To n Do Read(m[i]);

End;

Procedure Print(m:mass);  {процедура вывода массива на экран}

Var i:Integer;

Begin

    For i:=1 To n Do Write(m[i]:5);Writeln;

End;

Пример 1. Проверить, образуют ли элементы массива монотонно убывающую последовательность чисел.

Указание: Элементы массива образуют монотонно убывающую последовательность чисел, если для каждой пары соседних чисел а[i] и a[i+1] выполняется условие а[i]>a[i+1].

В случае, если найдётся хотя бы одна пара, нарушающая это условие, ответ будет отрицательным.

Решение: Оформим решение данной задачи в виде функции, значение которой истинно, если элементы массива образуют монотонно убывающую последовательность, и ложно - в противном случае.

 Function Proverka(m:mass):Boolean;

  Var j:Integer;

   Begin

Proverka:=True;

       For j:=1 To n-1 Do

If a[j]<=a[j+1] Then Proverka:=False;

   End;

Пример 2. Переставить элементы массива в обратном порядке.але найти значение максимальной цифры числа, затем все цифры, не равные максимальной, 
 Procedure Obrat(Var m:mass);

  Var i,c:Integer;

Begin

For i:=1 To Trunc(n/2) Do

Begin

c: =m[i]; m[i]:=m[n-i+1]; m[n-i+1]:=c;
    {поменять значения элементов, симметричных относительно центра}

  End;

   End;

Пример 3. Пусть требуется переставить элементы массива в обратном порядке, расположенные между минимальным и максимальным элементами массива. 
Решение: Пусть k1 – номер минимального, k2 – номер максимального элементов массива.

Если k1<k2, то требуется переставить в обратном порядке элементы, начиная с (k1+1) по (k2-1). Алгоритм обращения элементов в указанном диапазоне изменяется следующим образом:

For i:=1 To Trunc((k2-1- k1)/2) Do
  Begin

c:=m[k1+i]; m[k1+i]:=m[k2-i]; m[k2-i]:=c;

  End;

где(k2-1-k1) – количество элементов, расположенных между минимальным и максимальным элементами массива. Если же k2>k1, т.е. максимальный элемент в массиве расположен левее минимального, то меняем местами в алгоритме переменные k2 и k1. Обобщим процедуру обращения элементов массива, введя параметры:

      k –  номер первого элемента,

g – номер последнего элемента, участвующих в обращении.

Procedure Obrat(k,g:Integer; Var m:mass);

 Var i,c:Integer;

Begin

For i:=1 To Trunc((g-k+1)/2) Do

Begin 

c:=m[k+i-1]; m[k+i-1]:=m[g-i+1]; m[g-i+1]:=c;

End;

End;
Эту процедуру можно использовать для обращения любого участка массива.

Сортировка – это процесс перестановки элементов в определенном порядке. Существует много методов сортировок массивов. Рассмотрим один из них.
К алгоритму обмена значениями переменных часто приходится обращаться при решении многих задач, поэтому целесообразно оформить данный алгоритм в виде процедуры:

Procedure Swap(Var a,b:Integer);

Var c:Integer;

Begin

  с:=a;a:=b;b:=c;

End;

И процедура алгоритма сортировки массива примет вид:

Procedure Sort(k1,k2:Integer;Var m:mass);

Var i,j:Integer;

Begin

 For i:=k1 To k2-1 Do

  For j:=i+1 To k2 Do

  If m[i]>m[j] Then Swap(m[i],m[j]);

End;
Примечание: при обработке больших объёмов информации необходимо использовать алгоритмы быстрой сортировки массивов. Одним из таких алгоритмов является алгоритм Хоара:
Procedure QSort(L,R:longint);

Var x,c,I,j:integer;

Begin

 X:=a[(L+R)div 2);i:=L;j:=R;

 While i<=j do

 Begin

  While a[i]<x do i:=i-1;

  While a[j]>x do j:=j-1;

  If i<=j then

    Begin

       C:=a[i];a[i]:=a[j];a[j]:=c;i:=i+1;j:=j-1;

    End;

     End;

     If L<j then QSort(L,j); 

     If i<R then QSort(I,R);

   End;

Пример 4. Команда новобранцев прибыла в часть. Сержант велел им выстроиться в колонну по одному для движения церемониальным маршем в баню. Новобранцы, не имея должной выучки, выстроились не по росту, а как кому на душу пришлось. Особенно возмутило сержанта то, что в колонне просматривались участки, явно бросающие вызов всем уставам строевой службы: новобранцы стояли в строю так, что вслед за низеньким находился высокорослый, за ним пониже ростом, а потом опять повыше, и т.д., или наоборот, вслед за высоким пониже него, потом опять повыше, потом пониже Возмущение сержанта стимулировало концентрацию математических способностей, и он тут же велел выйти из строя тем новобранцам, которые образовали самую длинную «зубчатую» цепочку. Сколько человек вышло из строя?  Вводится N (количество новобранцев) и рост каждого из них (Костанайская городская олимпиада 2000-2001гг)

Указание: Решение задач на нахождение подпоследовательности максимальной длины элементов массива, удовлетворяющих заданному условию, является часто встречающейся подзадачей. Можно предложить один из универсальных алгоритмов решения данной задачи: организуем перебор всевозможных пар элементов массива, явяляющихся концами промежутка, и проверяем исследуемый промежуток на выполнение поставленного условия:

Max:=0;

For i:=1 To n-1 Do  {перебор всевозможных промежутков}

For j:=i+1 To n Do

 Begin

   flag:=0;

   K:=i; While (k<n-2)and(flag=0)Do

    Begin

   If (a[k]<a[k+1])and(a[k+1]>a[k+2]){проверка условия}       or(a[k]>a[k+1])and(a[k+1]<a[k+2])Then 

           K:=k+2 
            Else flag:=1;

    End;

   If (flag=0)and(if j-i+1>max)Then max:=j-i+1;

 End;

Примечание: Если необходимо выдать не только количество вышедших из строя, но и сами элементы, образующие подпоследовательность максимальной длины, необходимо запоминать номера элементов, являющихся конечными элементами исследуемого отрезка: 

If(flag=0)and((j-i+1)>max)Then

   Begin max:=j-i+1;k1:=i;k2:=j;End;
   {запоминаем значение длины промежутка и индексы элементов его концов}

Пример 5. В заданном массиве найти самую длинную подпоследовательность  чисел, которая является арифметической прогрессией.

Например: пусть c есть последовательность 1<2<4<5<7<8<9<11<13<14<15<16. Существуют много арифметических прогрессий, являющихся подпоследовательностью c, например, 2<4, 2<8<14 или 13<14<15<16. Самой длинной арифметической прогрессией, являющейся подпоследовательностью c, будет последовательность 5<7<9<11<13<15 и, следовательно, ответом будет 6.  (Костанайская областная олимпиада 2003г).

Решение:  Можно предложить несколько вариантов алгоритмов решения предложенной задачи, например, использовать полный перебор всевозможных вариантов комбинаций элементов, но самым элементарным вариантом решения данной задачи является следующий: перебираем все пары значений переменных i и j, и для каждой пары  считаем количество элементов массива, разность прогрессии для которых равна d=j-i.

For i:=1 To n-1 Do

 For j:=i+1 To n Do

  Begin

    d:=j-i; k:=2; f:=a[j]; 

     For l:=j+1 To n Do

      If a[l]-f=d Then Begin k:=k+1;f:=a[l];End;

      If k>max Then max:=k;

  End;

Указание: Если необходимо выдать не только количество элементов массива, образующих арифметическую прогрессию максимальной длины, но и сами элементы этой последовательности, можно запоминать значения элементов очередной последовательности в массиве (или в строковой переменной).
Пример 6. Музей.  В музее регистрируется в течение дня (9.00 – 18.00) время прихода и ухода каждого посетителя. Таким образом, за день получены N (1(N(1000) пар значений, где первое значение в паре показывает время прихода посетителя и второе значение – время его ухода. 

Написать программу, которая по исходным данным определяет промежутки времени, в течение которого в музее одновременно находилось максимальное число посетителей.

Входной файл имеет следующий формат:

  N – количество посетителей,

  x1:y1 – время прихода и время ухода 1-го посетителя,

  x2:y2 - время прихода и время ухода 2-го посетителя,

   …….

  xn:yn - время прихода и время ухода N-го посетителя

Выходной файл должен иметь следующий формат:

Т1-Т2, М   где Т1-Т2 – временной интервал, М – количество посетителей.

Время задаётся в виде ЧЧ:ММ (Костанайская областная олимпиада 1998г)
Решение: 

Var x,y:Array[1..10]of Real; 
    m,n,max_how,i,j,k:Integer;

    log:Array[900..1800]of Byte;
    f:Text;s,s1,s2:String;

Begin 

   Assign(f,’musey.in’);Reset(f);Readln(f,n);  

    For i:=1 To n Do

       Begin 
          Readln(s);
          s1:=Copy(s,1,5);
          s2:=Copy(s,7,5);

          s1[3]:=’.’;
          s2[3]:=’.’;

          Val(s1,x[i],k);
          Val(s2,y[i],k); 

       End;

    Close(f);

    For i:=900 To 1800 Do log[i]:=0;

          {массив интервалов для подсчёта количества посетителей}
    {интервалы промежутка 9.00-18.00 переводим в целочисленные значения}
    For i:=1 To n Do

     For j:=Trunc(x[i]*100) To Trunc(y[i]*100) Do   log[j]:=log[j]+1;

     m:=0;

     For i:=900 To 1800 Do If log[i]>m Then m:=log[i];

     i:=900;

     While i<=1800 Do

      If log[i]=m Then

        Begin j:=i;

          While (log[j]=m)and(j<=1800) Do j:=j+1;

          Writeln(i/100:5:2,’-’,(j-1)/100:5:2,’,’,m);

          i:=j;

        End Else i:=i+1; 

End.

Задания для самостоятельной работы
1. Дан линейный массив из N элементов. Удалить те элементы массива, которые нарушают упорядоченность элементов по возрастанию.

2. В заданном массиве найти самую длинную подпоследовательность подряд идущих чисел, которая является:

· последовательностью чисел, равных между собой; 

· арифметической (геометрической) прогрессией;

· симметричной относительно середины последовательности.

3. Туннель. Нуржан стоит у начала, а Ержан на конце туннеля. Они записывают государственные номера машин, проходящих возле них, и затем предоставляют данную информацию полиции, которая находится недалеко от туннеля.  Используя эту информацию, полиция может безошибочно определить то, что некоторые машины шли на обгон, пока проезжали через туннель, что запрещено законом.

Напишите программу, которая будет определять количество машин, которым полиция может определённо сказать, что они нарушили правила дорожного движения (II этап республиканской олимпиады 2003-2004гг)

Входной файл состоит из 2N+1 строк. Первая строка содержит только одно число – N – количество машин. Следующие N строк содержат список машин в том порядке, в котором они вошли в туннель. Затем следуют N строк, содержащих список машин в том порядке, в котором они вышли из туннеля. Государственный номер машины является последовательностью заглавных букв английского алфавита (A-Z) и цифр десятичной системы счисления (0-9).

Строка выходного файла должна содержать только одно целое число – количество машин,    которых можно обвинить в нарушении правил дорожного движения.

      Примеры:
   tunnel.in


tunnel.in


tunnel.in

       4



              5



5

   ZG431SN


 ZG5080K


ZG206A

   ZG5080K


 PU305A


PU234Q

   ST123D


      RI604B


OS945CK

   ZG206A


      ZG206A


ZG431SN

   ZG206A


      ZG232ZF


ZG5962J

   ZG431SN


 PU305A


ZG5962J

   ZG5080K


 ZG232ZF


OS945CK

   ST123D


      ZG206A


ZG206A

   tunnel.out

      ZG5080K


PU234Q

   1



      RI604B


ZG431SN




               tunnel.out

tunnel.out





      3



2
4. Число называется удачным, если цифры в его десятичной записи можно разбить на две группы так, что сумма цифр в этих группах будет одинакова. Найти количество удачных чисел в заданном диапазоне [A,B]. Примеры удачных чисел: 1234, 13561 (отборочный тур городской олимпиады 2003-2004гг). 

5. Последовательность так называемых треугольных чисел определяется следующим образом: первый член последовательности равен 1, второй на 2 больше первого, третий на 3 больше второго и т.д., т.е. треугольными являются числа 1, 3, 6, 10, 15,…Определить, является ли данное натуральное число треугольным (отборочный тур городской олимпиады 2004-2005гг).

6. Аким деревни Новоглуповка распорядился штрафовать за употребление нежелательных слов и обнародовал список этих слов с размером штрафа за каждое. Некто строит незамкнутый забор из досок, на каждой из которых написана какая-нибудь буква. За каждое нежелательное слово, образуемое какими – либо последовательно стоящими буквами (при прочтении слова слева направо), придётся заплатить штраф, причём столько раз, сколько раз оно встречается на заборе.

Написать программу, которая по заданному тексту на заборе и списку нежелательных слов с размером штрафа за каждое определяет общую сумму штрафа (Костанайская городская олимпиада 1998-1999гг).

7.  Отрезки.  (III этап республиканской олимпиады 2005-2006гг).
Имеется два множества отрезков на числовой прямой: А и В. Обозначим li - левая координата отрезка i, ri - правая координата отрезка i. Требуется определить количество пар отрезков х и у таких, что х є А, у є В, lХ<lУ и rх > rу (то есть отрезок у из В строго вложен в отрезок х из А).
Во входном файле сначала идет описание множества А, затем  — множества   В  в следующем формате:

    n
   l1 r1
   l2 r2
   …

   ln rn
   где n — количество отрезков во множестве (0 < n < 105), li, ri — левая и правая координаты i-ro отрезка текущего множества (0 < li < ri < 105).
В выходной файл выведите единственное число — искомое количество 
 Пример:
	segments.in
	segments.out

	2

1 4

2 7

3

2  3

4 7

3 5
	2


18. Поиск анаграмм.  Задана последовательность слов, записанных маленькими русскими буквами. Говорят, что несколько слов образуют анаграмму, если любое из них можно получить из любого другого перестановкой букв, например; сорт-трос-торс-рост, лама-мала В частности, одинаковые слова образуют анаграмму, и слово образует анаграмму само с собой.

Напишите программу, которая определяет в заданной последовательности все полные множества слов-анаграмм. Множество называется полным, если к нему нельзя добавить слова из заданной последовательности, образующего анаграммы с остальными (III этап республиканской олимпиады 2002г)

Пример: Входной файл  anagOl.in :               Выходной файл  anagOl.out:

                сорт 



          сорт

                трос



          трос

                лама 



          торс

                мала 



          рост

                торс 





                рост



          лама





                                 мала

19. Дед Мороз раскладывает подарки к Новому Году. Дети, которым предназначаются эти подарки, всегда делятся со своей семьёй. Подарочные наборы уже сформированы. Они содержат различное число мандаринов. Дед Мороз хочет, чтобы ребенок, который принесет подарок домой, поделил все мандарины между членами семьи так, чтобы каждому досталось по целому числу мандаринов. Беда в том, что дедушка не знает, какая семья у каждого ребенка. Он решил дарить в первую очередь те подарки, которые легче разделить поровну, поэтому он расположил подарочные наборы в порядке убывания количества натуральных делителей для количества мандаринов в каждом из них. Напишите программу, которая по заданному количеству подарочных наборов и числу мандаринов в каждом из них располагает их в указанном порядке (Костанайская городская олимпиада 2000-2001).

20. Игра (III этап республиканской олимпиады 2004-2005гг)

Бахытжан и Канат играют в следующую игру: Канат пишет на листе бумаги последовательность из 5 цифр и два N-значных числа – А и В. Бахытжану разрешается за один ход изменить любую цифру числа А на любую цифру из записанной Канатом последовательности. Если Бахытжан заменил какую-либо цифру из числа А на i-ую цифру последовательности, то ему начисляется штраф в размере i конфет. Для того, чтобы выиграть, Бахытжан должен путём вышеописанных замен цифр числа А получить из числа А число В. Так как Бахытжан очень любит сладости, он хочет потратить как можно меньше конфет для своей победы. 

Вам необходимо определить, какое минимальное количество конфет необходимо потратить Бахытжану для того, чтобы выиграть игру, либо определить, что Бахытжан выиграть не сможет.

Входной файл: В первой строке входного файла записана последовательность из 5 цифр. Цифры в данной последовательности отделяются одним пробелом. Вторая строка входного файла содержит число N (1<=N<=10100). Третья и четвёртая строка входного файла содержат числа А и В соответственно. 

Выходной файл: Если Бахытжан может выиграть игру, выведите в выходной файл одно число – минимальное количество конфет, которое необходимо Бахытжану потратить для того, чтобы выиграть игру. Если же Бахытжан выиграть не может, выведите в выходной файл число -1.

Пример:
	Game.in
	Game.out

	2 9 5 6

4

1734

2932
	4


21.  Игра (III этап республиканской олимпиады 2005-2006гг)
 В недавнем прошлом компания «Sitty board games inc» выпустила на рынок новую настольную игру «Ultimate chip». Игровое поле представляет собой полосу, состоящую из подряд лежащих N клеток, пронумерованных слева направо от 1 до N. Также вам дается фишка, которую можно передвигать по полю только вправо, Каждой клетке i доски приписано целое число аi - это максимальное количество клеток, на которое можно передвинуть фишку с данной клетки. Однако за ход фишку нужно переместить как минимум на К позиций вправо. (Разумеется, если аi <K, то с этой позиции фишку никуда передвинуть нельзя). То есть с клетки i фишку можно передвинуть на любое число клеток dx, такое что К≤ dх≤ аi. Цель игры состоит в том, чтобы провести фишку на последнюю (с номером N) клетку поля. Изначально фишка находится на самой левой клетке (с номером N). 

В первой строке входного файла задаются 2 числа N и К, разделенные пробелом, где N - размер поля, К - минимальное число клеток, на которое может переместиться фишка (0 < N < 105 , 0 < К < N). Вторая строка содержит N чисел аi., приписанных клеткам доски.
Формат выходных данных: Если довести фишку до самой правой клетки возможно, выведите «POSSIBLE» на первой строке выходного файла, в противном случае – «IMPOSSIBLE». В случае положительно ответа на второй строке выведите М -количество ходов, необходимых для того, чтобы провести фишку на клетку N\ в следующих М строках выведите последовательно сами ходы - пары чисел «номер клетки», «количество клеток, на которые фишка двигается из этой клетки». Если существует несколько решений, выведите любое из них.
	Input.txt
	Output.txt

	5 2

3 1 2 4

1
	POSSIBLE
2

1 2

3 2

	5 3

3 1 2 4

1
	IMPOSSIBLE


2.2 Алгоритмы обработки двумерных массивов
Двумерные массивы  широко используются при решении многих типов задач: представление лабиринта в форме двумерного массива, представление графа в памяти компьютера в форме матрицы смежности, матрицы достижимости и т.д., поэтому владение технологией обработки двумерных массивов является важным звеном в подготовке по программированию.
Пример 1. Составить программу вычисления произведения двух прямоугольных матриц А(m,t)* B(t,n).
Элементы результирующей матрицы C(m, n) определяются по формуле:
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(сумма произведений элементов i-ой строки матрицы А и j-ого столбца матрицы В), где t – размерность (длина) i-ой строки матрицы А и j-ого столбца матрицы В
Type dmyarray=Array[1..10,1..10]of Real;
Procedure PROIZV(x,у:dmyarray; Var z:dmyarray);

 Var k,i,j,t:Integer;

  Begin

    For i:=1 To n Do

     For j:=1 To n Do

      Begin

        z[i,j]:=0;

         For k:=1 To t Do

           z[i,j]:=z[i,j]+х[i,k]*y[k,j];

      End;

  End;
Пример 2. Дан двумерный массив (матрица) размерности mxn, элементами которого являются целые числа. Выполнить «зеркальное отображение» элементов матрицы относительно вертикальной оси симметрии (поменять местами элементы первого столбца с последним, второго с предпоследним и т.д.). 
Процедура «зеркального отображения» матрицы относительно вертикальной оси симметрии:

  Procedure OTOBR(Var х:dmyarray);
   Var i,j,b:Integer;

Begin

For j:=1 To n Div 2 Do

For i:=1 To m Do

Begin

b:=a[i,j];

а[i,j]:=а[i,n-j+1];

а[i,n-j+1]:=b
End;

Пример 3. Дана матрица размерности mxn. Среди наименьших элементов строк найти наибольший элемент и определить его местоположение в матрице.

  Const m=10;n=15;

  Type matr=array[1..m,1..n] of Integer;

  Var а:matr;i,j,k,l:Integer; 

      min,b:Array[1..m] of Integer;

  Begin
   Vvod (a);{процедура ввода элементов двумерного массива}

{Найдём минимальные элементы каждой строки и занесём их в массив min[1..m]}
   For i:=1 To m Do

     Begin

       min[i]:=а[i,1];

       b[i]:=1;

       For j:=2 To n Do

         If a[i,j]<min[i] Then
            Begin min[i]:=a[i,j]; b[i]:=j End;

     End;

{Найдём максимальный среди элементов массива min[1..m]}
      K:=1; For i:=2 To m Do

If min[i]>min[k] Then k:=i;

     Write(’максимум среди минимумов строк:’,min[k],’ ’);    Write(’номер строки-’, k,’столбца-’,b[k]);

     Readln
   End.

Пример 4. Удалить из двумерного массива строку с номером k.
Для того, чтобы удалить строку с номером k, необходимо:

1. Сдвинуть все строки, начиная с данной, на одну вверх.

2. Последнюю строку «обнулить», то есть всем элементам последней строк присвоить значение 0.

3. Размерность (количество строк) массива уменьшить на 1.

  Procedure DELETE(k:Integer; Var х:dmyarray);
   Var i,j:Integer;

Begin

For i:=k To m-1 Do

         For j:=1 To n Do x[i,j]:=x[i+1,j];

  For j:=1 To n Do x[m,j]:=0;

m:=m-1

end;
Используя данную процедуру, можно решать задачи на удаление строк массива, удовлетворяющих заданному условию. 

Пример 5.  Фермер хочет построить на своей земле как можно больший по площади сарай. Но на его участке есть деревья и хозяйственные постройки, которые он не хочет никуда переносить. Для простоты представим ферму сеткой размера MxN. Каждое из деревьев и построек размещается в одном или нескольких узлах сетки. Прямоугольный сарай не должен ни с чем соприкасаться (т.е. в соседних с ним узлах сетки не может ничего быть).

       Найти максимально возможную площадь сарая и где он может размещаться.

       Пример.

       Входной файл



Выходной файл

       4 4

      1000




 8 (1,3) (4,4)

      0000

      1000







      0000

Решение: Организуем перебор всех прямоугольников с левой верхней вершиной в точке (i,j). Проверяем, нет ли внутри прямоугольника клеток со значением 1. Если таковых нет, сравниаем площадь прямоугольника с max и запоминаем координаты верхнего левого и нижнего правого углов прямоугольника.
max:=0;

For i:=1 To m Do

 For j:=1 To n Do

 If a[i,j]=0 Then Begin 

  {находим левую верхнюю вершину очередной серии прямоугольников}
  For ii:=i To m Do 

  {перебираем все прямоугольники с левой  верхней вершиной в точке (i,j)}
   For jj:=j To n Do

   Begin
    fl:=0;

  {проверяем, не содержится ли внутри прямоугольника элемента, равного 1}
     For l1:=i To ii Do

      For l2:=j To jj Do

       If a[l1,l2]=1 Then fl:=1;

       If fl=0 Then 
          Begin 
             s:=(ii-i+1)*(jj-j+1);

           If s>max Then 
              Begin               
                 max:=s;
                 k11:=i;
                 k12:=j;
                 k13:=ii;
                 k14:=jj;
              End;
        End;
  End;

End;     {запоминаем наилучший вариант}
Указание: После нахождения прямоугольника с максимальной площадью на текущий момент необходимо проверить, нет ли у найденного прямоугольника соседних построек: проверить, нет ли в обрамляющих его строках и столбцах 1 – если есть, то размер прямоугольника необходимо уменьшить. Например, если в строке с номером (k11-1) есть элемент, равный 1, урезаем размер: k11:=k11+1.
 Пример 6. Космические зоны. (III этап республиканской олимпиады 1999-2000гг.)
С момента принятия поправки к «Закону и Космических зонах», которая гласит, что каждая Космическая зона вне зависимости от числа ее модулей должна еженедельно (по земному календарю) вносить в казну Сектора Республики одинаковую налоговую плату, прошло всего три недели. За это время, богом забытый Космический сектор ISI-2000 преобразился. Космические зоны появлялись и росли как грибы после летнего дождя. История эта началась после изобретения Матрицы.
Звездная карта Сектора Республики представляет собой матрицу размерности М
[image: image7.wmf]´

К. Космические зоны строятся из модулей, соединенных между собой. В каждом элементе матрицы размещается один модуль. Каждая Космическая зона отделена от любой другой хотя бы одним пустым элементом матрицы, как это показано на рисунке.
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Используя «0» – для обозначения пустого элемента, а «1» – для обозначения модуля, рисунок можно представить в виде матрицы из нулей и единиц.   

Написать программу, которая для заданной Карты космического сектора:

· подсчитывает число Космических зон

Карта космического сектора представлена в виде прямоугольной матрицы размерности МхК: 

· в первой строке даётся М (1<=M<=64);

· во второй строке даётся К (1<=K<=64);

· в следующих М строках и К столбцах даётся описание Карты в виде последовательности «0» и «1».
Для Карты, содержащейся во входном текстовом файле:

· выводится число Космических зон так, как показано в примере.
Пример:  Входной файл                                     Выходной файл

           8                    

           8

           00001000                                             Число Космических зон = 6

           01011101

           00001001

           01000011

           01001000

           00011111

           00001000

           11001000

Примечание: Во время проведения олимпиады при составлении тестов для проверки правильности решения данной задачи возник вопрос:  в каком формате должны быть заданы исходные данные: «0» и «1» в строках матрицы должны быть разделены пробелом или нет? В исходной карте в условии задачи элементы разделены пробелом, в приведённом примере пробелов между элементами строки матрицы нет. Тесты были составлены для случая, когда элементы матрицы не разделены пробелом, и у участников олимпиады, которые организовали считывание данных из матрицы с учётом разделения их пробелами, тесты не прошли, принеся участникам за задачу 0 баллов (даже в случае, если задача решена на 100%!), поэтому надо очень внимательно читать условие задачи, обращая внимание не только на способ решения задачи, но и на формат входных-выходных данных, на имена используемых файлов!  

Решение: Рассмотрим два варианта решения данной задачи – рекурсивный и итерационный проход по зоне;  рассмотрим дополнительное условие – подсчитать количество модулей в каждой зоне:

Uses Crt; {использование рекурсивной процедуры прохода по области}

Var a:Array[1..100,1..100]of Integer;

   i,j,m,n,x,y,kol,z:Integer;   
   s:String;f:Text;
   d:Array[1..200]of Integer;

Procedure OBL(x,y:Integer); {процедура обхода текущей зоны}
Begin

If a[x,y]=1 Then Begin kol:=kol+1;a[x,y]:=z End Else Exit;

  If a[x-1,y]=1 Then OBL(x-1,y);

  If a[x+1,y]=1 Then OBL(x+1,y);

  If a[x,y-1]=1 Then OBL(x,y-1);

  If a[x,y+1]=1 Then OBL(x,y+1);

End;

Begin

  Assign(f,’kosm.in’);Reset(f);Readln(f,m,n);

  For i:=1 To m Do

   Begin 
     Readln(f,s); 

     For j:=1 To Length(s)Do 

       If s[j]=’1’ Then a[i,j]:=1 Else a[i,j]:=0;

   End;

  {Writeln(’исходный файл данных:’);

  Writeln(m,’ ’,n);

  For i:=1 To m Do

    Begin For j:=1 To n Do Write(a[i,j]:3); Writeln End;}
     z:=1;

     For i:=1 To m Do

     For j:=1 To n Do

      If a[i,j]=1 Then 

       Begin kol:=0; z:=z+1; OBL(i,j); d[z-1]:=kol; end;

 Writeln(’карта:’);

 For i:=1 To m Do

  Begin

   For j:=1 To n Do

    Begin

     If a[i,j]=0 Then TextColor(7) Else TextColor(a[i,j]);

     Write(a[i,j]:3);

    End;

    Writeln

  End;

  Writeln(’количество зон=’,z-1);

  Writeln(’количество модулей в каждой зоне:’);

  For i:=1 To z-1 Do Writeln(i,’)’,d[i]:3);

 End.

Итерационный вариант алгоритма прохода по области заключается в следующем:

Z:=1;

For i:=1 To m Do

For j:=1 To n Do

 If a[i,j]=1 Then Begin z:=z+1;a[i,j]:=z;kol[z-1]:=1;

  For ii:=1 To m Do

  For jj:=1 To n Do

   Begin

     If (a[ii,jj]=z)and(a[ii,jj+1]=1)Then 

       Begin 
          a[ii,jj+1]:=z;
          kol[z-1]:=kol[z-1]+1;
       End;

        … {проверяем оставшиеся три соседа клетки}

   End;

Количество зон – значение переменной (z-1), площади зон – в элементах массива kol[1..z-1].

Пример 7. Планета Араксис более известна как Дюна…Пустынный мир – единственное месторождение спайса…Спайс правит империей…Тот, кто распоряжается спайсом, тот контролирует Дюну.

Имеется карта планет, представляющая собой матрицу, составленную из равносторонних треугольниками заполненную нулями и единицами. Размер матрицы N(М, где N – число строк, а М – число треугольников в строке. Под участком подразумевают каждый треугольник, содержащий единицу, а под отдельным месторождением – область, состоящую из участков, заполненных единицами. Два участка принадлежат одному месторождению, если они соприкасаются друг с другом одной из своих сторон. Участок, заполненный единицами и несоприкасающийся своими сторонами ни с одним другим участком, содержащим единицу, также считается отдельным месторождением.

Написать программу, которая определяет количество месторождений на планете и площадь каждого из них. С клавиатуры вводятся размеры карты (N(M) и значения, хранящиеся в матрице.

Например, 
	Исходная карта
	Исходные данные
	Результат

	[image: image43.emf]
           1            1              0

                   1            0             0

                   0            1             0

                          1             0            0

                          0             0           1

                                 0             0             0


	N=3

M=6

1 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0
	3
3 2 1


       (Костанайская городская олимпиада по информатике 1999-2000 гг.) 

Указание: Алгоритм решения данной задачи аналогичен алгоритму решения только что рассмотренной нами задачи с той лишь разницей, что участок в области может иметь не более трёх соседей, причём, соседями участка a[i,j] могут быть участки с номерами: 
если j нечётно, то проверяем клетки a[i,j-1],a[i,j+1],a[i-1,j+1], 

а в случае чётности j проверяем клетки  a[i,j-1],a[i,j+1],a[i+1,j-1].   

Пример 8.  Вчера я, дизайнер фирмы Graph Soft, получил задание – нарисовать картинку размером N(М пикселей, обертку для конфет «Сосиска в шоколаде». Творчество – процесс тонкий – а тут как топором отрубило, ничего не выходит. От безысходности я нарисовал на белом экране красную замкнутую линию толщиной в один пиксель. А сегодня мне заявляют, что созданный мною шедевр повесят на стене ЦУМа в качестве электронной рекламы. Каждому пикселю будет соответствовать одна лампочка. Только пространство внутри красной линии решили сделать синим. Сколько понадобится лампочек синего цвета?

Составьте программу, которая найдет количество точек внутри красной линии по заданным размерам картинки, а также матрице, каждый элемент которой содержит 0, если пиксель имеет белый цвет, и 1 – если красный. (Костанайская городская олимпиада по информатике, 2000-2001 гг.)

Решение: Алгоритм решения данной задачи состоит из этапов:

· найти внутреннюю точку области, ограниченной линиями из 1;

· подсчитать количество клеток, равных 0, внутри области.

Var i,j,m,n,k,k1,k2:Integer;a:Array[0..100,0..100]of Byte; 

    f:Text; fl:Boolean;

Procedure Rec(x,y:Integer); {рекурсивная процедура обхода области}

Begin

 If a[x+1,y]=0 Then 

    Begin a[x+1,y]:=2;Inc(k);Rec(x+1,y);End;

 If a[x-1,y]=0 Then 

    Begin a[x-1,y]:=2;Inc(k);Rec(x-1,y);End;

 If a[x,y+1]=0 Then 

   Begin a[x,y+1]:=2;Inc(k);Rec(x,y+1);End;

 If a[x,y-1]=0 Then 

   Begin a[x,y-1]:=2;Inc(k);Rec(x,y-1);End;

End;

Begin

 Assign(f,’sos.in’);Reset(f);Readln(f,m,n);

 For i:=1 To m Do

  For j:=1 To n Do Read(f,a[i,j]);

  fl:=True;

  For i:=1 To m Do

   For j:=1 To n Do

    If (fl)and(a[i,j]=0)and(a[i-1,j]=1)and(a[i,j-1]=1)Then

      Begin 
        k1:=i;k2:=j;fl:=False;
      End;

   a[k1,k2]:=2;k:=1;Rec(k1,k2);

   Writeln(k); {количество синих лампочек}

   Writeln(’картина:’); {вывод массива после обработки}
   For i:=1 To m Do

    Begin

     For j:=1 To n Do

      Begin

        If a[i,j]=0 Then TextColor(7)

         Else

          If a[i,j]=1 Then TextColor(4) Else TextColor(1);
        Write(a[i,j]:2);

      End;

     Writeln;

   End;

End.

Задания для самостоятельной работы
1. Матрица (III этап республиканской  олимпиады 2005-2006гг)

Рассмотрим квадратную матрицу А размера n x n, которая строится по следующему принципу: элемент в строке i, в столбце j равен произведению i*j. Необходимо посчитать сумму элементов побочной диагонали этой матрицы:
[image: image8.wmf]å
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   для всех i (1<=i<=n). Так как ответ может оказаться очень большим, в этой задаче достаточно вывести ответ по модулю 40000.

Входные данные: Программа должна прочитать из входного файла одно целое число n (1<=n<=1000000000).

Выходные данные: Программа должна вывести в выходной файл искомую сумму по модулю 40000.

Пример

	matrix.in
	matrix.out

	1
	1

	2
	4


2. Элементы верхнего треугольника квадратной матрицы заданы последовательностью чисел в виде одномерного массива. Восстановить квадратную матрицу (отборочный тур городской олимпиады 2005-2006гг).
3. Написать программу, запрашивающую координаты коня и определяющую поля шахматной доски, находящиеся под боем.

4. Серёжка и Наташка играли в крестики-нолики. Если никто из них не поддавался, то всегда выходила ничья. Тогда они стали пробовать играть на полях других размеров. Поле размером NxN клеток можно представить в виде матрицы, в которой 1 соответствует крестику, а 0 – нолику. Написать программу, которая по заполненной матрице определяет победителя.

5. Двумерный массив M(N заполнен числами 0 и 1, и имеется контур, составленный из единиц (разрывов в контуре нет). Внутри контура задана клетка с нулевым значением. Заполнить контур единицами.

6. Подсчитать количество одно-, двух-, трёх- и четырёхпалубных кораблей, расположенных на поле для игры в «морской бой». Корабли не могут быть изогнутыми и друг с другом не соприкасаются. Поле для игры задаётся в виде матрицы MxN, каждый элемент которой равен либо 0, если клетка свободна, либо 1, если она занята.

7. Одной из самых первых компьютерных игр была «Жизнь», придуманная Дж. Конуэлом. Игра моделирует жизнь колонии живых клеток, которая подчиняется следующим правилам:

· каждая фишка, имеющая двух или трёх соседей, выживает и переходит в следующее поколение;

· каждая фишка, у которой один сосед или вовсе ни одного, погибает в изоляции и снимается с доски. Если фишка имеет четырёх или более соседей, она погибает от перенаселения;

· в любой пустой позиции, у которой ровно три соседа, в следующем поколении рождается новый организм.

         В оригинале игра происходит на бесконечной доске.

Написать программу, которая моделирует «Жизнь» на участке доски размером NxM. Занятые клетки матрицы содержат 1, свободные – 0. Вывести состояние колонии через К поколений.

8. На клетчатой доске N*N расставить максимальное количество ферзей   «нового типа» так, чтобы они не мешали друг другу.

Ферзь «нового типа» может ходить по вертикали не более чем на K1 клеток, по горизонтали не более чем на  K2 клеток и по диагонали – не более чем на K3 клеток.

9. Телефонный номер называется «шахматным», если его  цифры набираются на телефонном кнопочном номеронабирателе ходом шахматного коня (Костанайская городская олимпиада 2001г).
Например: номер 1616729 является «шахматным числом», а 1188340 не является. Написать программу, выдающую все различные шестизначные «шахматные» номера, начинающиеся с заданной цифры. 
	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9

	
	0
	


10. Одним из стандартных методов кодирования информации когда-то был следующий: текст (длины l) записывался по строкам слева направо сверху вниз в прямоугольнике размера m*n (m*n ( l), добиваясь, по необходимости, пробелами; после этого текст из прямоугольника выписывался по столбцам и получалось шифрованное сообщение.

Например: Исходный текст «It is a nice weather today»

m=5   n=6

     1 2 3 4 5 6

1 I  t  _ i s _

2 a _ n i c e
3 _ w e a t h
4 e  r  _ t o d

5 a y _ _ _ _

Шифрованный текст: «Ia eat wry ne iiat scto ehd». 

Даётся шифрованный текст длины s<=100, состоящий из букв и пробелов, и известно, что в исходном тексте есть по крайней мере одно из слов набора а1,...,ак  , k<=10, (под словом в тексте понимается последовательность символов, не содержащая пробелов, и окружённая пробелами, за исключением случаев, когда слово стоит в начале либо конце текста (тогда ему может не предшествовать /за ним не следовать группа пробелов). Написать программу, которая по шифрованному тексту находит исходный текст (Костанайская областная олимпиада 1997-1998гг).

Входной файл имеет следующий формат:

<текст шифрованного сообщения>

  <слово1>, <слово2>, . . . , <словоK>

  Выходной файл должен иметь следующий формат  

  <текст дешифрованного сообщения>

13.  Первоначальный текст был записан в прямоугольную таблицу размера m*n. Порядок следования символов был указан в другой матрице такого же размера, в которой были записаны натуральные числа от 1 до m*n. Требуется написать программу для расшифровки исходного текста: находить по очереди все натуральные числа во второй матрице, затем брать соответствующий символ в первой матрице (в соответствующей строке и соответствующем столбце). 

              Например, представлено две матрицы 3*3:    

	   у
	   е
	   и
	
	   1
	   6
	   8

	   а
	   н
	   е
	
	   3
	   5
	   9

	   р
	   н
	   в
	
	   2
	   7
	   4


Примечание: Должно получиться слово: «уравнение».

15. Максимальная сумма.   Задана матрица N x N, состоящая из целых чисел.

Постановка задачи: Найти под-прямоугольник матрицы, сумма элементов которого максимальна, т.е. в матрице:

     1
-2     3

   -1
 4    -3

   -3
 2     4

    это под-прямоугольник

   -2
 3

    4
-3

    2
 4

будет искомым. (Костанайская областная олимпиада 2002г)

Входной файл: Первая строка  содержит число (N<=50). Затем идет N строк по N чисел разделенных пробелом – сама матрица. Каждый элемент матрицы лежит в пределах [-127..127].

Выходной файл: Имя выходного текстового файла должно быть maxsXX.out, где номер теста. В первой строке выдать максимальную сумму.

Пример: Входной файл

Выходной файл

  3



           8


  1
-2
3

-1
 4       -3

-3
 2
4

16.  Прямоугольник. По заданным числам N, M и K необходимо сгенерировать матрицу NxM, состоящую только из единиц и нулей таким образом, что никакие четыре единицы не являются угловыми вершинами прямоугольника со сторонами, большими 1.

Входные данные: Входной файл содержит три числа – N, M и K, разделённых пробелом или (/и) знаком перевода строки.

Выходные данные: В выходной файл необходимо вывести прямоугольную матрицу NxM (N строк и M столбцов), удовлетворяющую вышеуказанным правилам. Если такой матрицы не существует, необходимо вывести «No solution» (Костанайская областная олимпиада 2004-2005гг).
Если решений несколько, выведите любое из них.

Ограничения:1<=N, M<=100, 1<=K<=5000

Пример:

	Square.in
	Square.out

	4

4

16
	No solution

	4 4

6
	1011

1000

0001

0100


17. Необходимо составить программу, определяющую количество горизонтальных и вертикальных слов в заданном кроссворде. Шаблон кроссворда хранится в текстовом файле. Буквы, принадлежащие только горизонтальным словам, заменяются в шаблоне на знак «-», буквы, принадлежащие только вертикальным словам, заменяются в шаблоне на знак «|», а буквы, которые являются пересечениями слов, заменяются на знак «+». Если в соответствующем месте кроссворда нет букв, то в шаблоне стоит пробел. 

Входной файл имеет имя kross.in. Во входном файле записан шаблон построчно.

Выходной файл имеет имя kross.out. В выходной файл вывести количество горизонтальных и вертикальных слов через пробел (Костанайская городская олимпиада 2001-2002гг)

      Пример:

	Входной файл
	Выходной файл

	---+     |

--- | --

   -+---

     |
	5 1




3   Арифметика многоразрядных целых чисел
Числа, для представления которых в стандартных компьютерных типах данных не хватает количества двоичных разрядов, называются «длинными», т.е. значение которых превышает значение переменной типа Longint(n>2*109). 
 В этом случае программисту приходится самостоятельно создавать подпрограммы выполнения арифметических операций над «длинными» числами, отсюда этот раздел получил название «длинной арифметики», которому уделяется большое внимание в олимпиадных заданиях последних лет. 
Рассмотрим основные алгоритмы обработки «длинных» чисел.

3.1 Ввод, вывод, представление многоразрядных чисел
Одним из наиболее простых приёмов представления многоразрядных чисел является представление каждой цифры числа элементом массива. Иногда, если не требуется хранение цифр числа для дальнейшей их обработки, цифры оптимальнее сразу обрабатывать непосредственно при считывании из файла. 
Задача 1. Считывание «длинных» чисел из входного файла
1. Количество цифр числа не превышает 255:  Readln(f,s);
{считываем число в строку S}

For i:=1 to length(s) do Val(s[i],a[i],d); 
{заносим цифры числа в массив}

Вместо процедуры Val(s[i],a[i],d);для перевода символов в цифры можно использовать также коды цифровых символов:
a[i]:=ord(s[i])-48; {или: a[i]:=ord(s[i])-ord(‘0’)}

2. Если количество цифр числа превышает 255 (и не только в этом случае), можно сразу считывать число посимвольно из файла в массив: 

n:=0;

Repeat

 Read(f,c); 
 n:=n+1; 
 Val(c,a[n],d); {либо: a[i]:=ord(c)-ord(‘0’);}

Until eof(f);

3. Если в файле записано несколько «длинных» чисел (по одному на каждой строке), то считать их можно так:

n:=0;

Repeat

 Read(f,c); 
 n:=n+1; 

 Val(c,a[n],d);  

Until eoln(f);  {eoln – функция, определяющая,  достигнут ли конец строки}

Readln(f);      {вывод пустой строки до конца}

m:=0;

Repeat

 Read(f,c); 
 m:=m+1; 
 Val(c,b[m],d);

Until eoln(f); {либо eof(f), если даны два числа}
3.2 Арифметические операции над многоразрядными числами
Задача 2. Составить программу деления «длинного» числа на короткое
Var  n,i,d,k:integer; 

     m,x:longint; 

     f:text;      

     a,b:array[1..255]of byte; 

     s:string;

     Begin

       Assign(f,'dl_del.in');reset(f);

       {в первой строке входного файла - длинное число (<= 255 цифр)}

       Readln(f,s);
       Readln(f,m);       

       {во второй строке - короткое число(<=2147000000)}

       Assign(f,'dl_del.out');
       Rewrite(f);

       n:=Length(s);
       x:=0;

       For i:=1 to n do

         Begin

            Val(s[i],a[i],d);        {перевод символов строки в цифры}

            x:=x*10+a[i];            {формирование текущего делимого}

            b[i]:=x div m;       {заносим в массив целую часть частного}

            x:=x mod m;                {запоминаем остаток от деления}

        End;

      k:=1; 

     While b[k]=0 do k:=k+1;               {пропускаем первые нули}

     For i:=k to n do write(f,b[i]);    {вывод цифр частного в файл}

     Close(f);

   End.

Задача 3. Составить программу сложения двух «длинных» чисел.

 Var s1,s2,s:string;
     x,i,j,k,d,n,m,max:integer;

     simvol:char;

     a,b,c:array[1..1000] of byte;

     f:text;

 Begin

  Assign(f,'dl_slog.in');
  Reset(f);

  n:=0;

  Repeat

     Read(f,simvol);                            {читаем первое число}

     n:=n+1; 

    Val(simvol,a[n],d);              {заносим цифры числа в массив a}

  Until eoln(f);                              {пока  не конец строки}

  Readln(f);                {перевод курсора на следующую   строку файла}           
  m:=0;







  Repeat
   Read(f,simvol);                             {читаем второе число}

   m:=m+1; 
   Val(simvol,b[m],d);                 {заносим его цифры в массив b}

  Until eof(f);

  Close(f);

  Assign(f,'dl_slog.out');
  Rewrite(f);

  If n>m then max:=n else max:=m;
  {определяем максимальную длину чисел}

  For i:=1 to n div 2 do

  Begin
   d:=a[i];
   a[i]:=a[n-i+1];       {переставляем цифры числа a в обратном порядке}

   a[n-i+1]:=d;                  

  End;

  For i:=1 to m div 2 do

  Begin
   d:=b[i];
   b[i]:=b[m-i+1];       {переставляем цифры числа b в обратном порядке} 
   b[m-i+1]:=d



 

  End;

  x:=0;

  For i:=1 to max+1 do      {выполняем сложение цифр числа поразрядно}

  Begin

   x:=x+a[i]+b[i];   
   c[i]:=x mod 10;   
   x:=x div 10;

  End;

  For i:=max+1 downto 1 do  
  {выводим результат сложения в обратном порядке}

  Write(f,c[i]);  
Close(f);  
End.

Задача 4. Составить программу умножения «длинного» числа на короткое.

В первой строке входного файла  дано «длинное» число, во второй строке – короткое число.

Например, 

123456789000000123456789

123456789

Считываем из файла первое число – в массив, а второе – в числовую переменную m.

Результат умножения заносим в массив b.

Var s:string; 

    c:char; 

    a,b:array[-10..500] of byte;

    ml,sdv,k,i,j,n,d,x:integer;

    m:longint;

    f:text;

 Begin

  Assign(f,'1.in');
  Reset(f);

  n:=0;

  Repeat
    Read(f,c);             {читаем посимвольно первое число из файла}

    n:=n+1; Val(c,a[n],d);         {заносим каждую цифру в массив}

  Until (eoln(f));                  {пока не достигнут конец строки}

  Readln(f);                  {перевод курсора на новую строку файла}

  Readln(f,m);                               {читаем второе число}

  Close(f);  
  Assign(f,'1.out');
  Rewrite(f); 
  Sdv:=0;
  x:=0;

  Repeat

    ml:=m mod 10;

    For i:=n downto 1 do

    Begin
      k:=i-sdv;




{сдвиг разряда при умножении}

      x:=x+a[i]*ml+b[k];                

{перемножаем текущие цифры, прибавляем остаток    и предыдущее значение слагаемого в столбик}

      b[k]:=x mod 10;             {заносим единицы в массив - результат}

      x:=x div 10;                              {запоминаем десятки}

    End;

    If x>0 then           {если после умножения остались «в уме» десятки}

      Begin
         k:=k-1; 
        b[k]:=x;    {то записываем их в следующий слева разряд}

         x:=0;

     End;

    m:=m div 10;        {переходим к следующей цифре второго слагаемого}

    sdv:=sdv+1;     {сдвиг цифр следующего произведения влево на 1 разряд}

 Until m=0;

   i:=i-sdv;                      {номер первой цифры произведения}

 While b[i]=0 do i:=i+1;        {пропускаем незначащие (первые) нули}

  For j:=i to n do   Write(f,b[j]);  

Close(f);  

End.

Задача 5. Составить программу вычитания многоразрядных чисел

Var s1,s2,s:string;
    x,i,j,k,d,n,m,max:integer;
    simvol:char;

    a,b,c:array[1..1000] of byte;
    f:text;

Begin

  Assign(f,'dl_slog.in');
  Reset(f);

  n:=0;

  Repeat

   Read(f,simvol);                           {читаем первое число}

    n:=n+1; 
   Val(simvol,a[n],d);     {заносим цифры числа в массив a}

  Until Eoln(f);                             {пока  не конец строки}

  Readln(f);               {перевод курсора на следующую строку файла}

  m:=0;

  Repeat
   Read(f,simvol);                            {читаем второе число}

   m:=m+1; Val(simvol,b[m],d);       {заносим его цифры в массив b}

  Until eof(f);

  Close(f);

  Assign(f,'dl_slog.out');
  Rewrite(f);

  For i:=1 to n div 2 do

  Begin
    d:=a[i];
    a[i]:=a[n-i+1];    {переставляем цифры числа a в обратном порядке} 

    a[n-i+1]:=d;



            
  End;

  For i:=1 to m div 2 do

  Begin
    d:=b[i];
    b[i]:=b[m-i+1];    {переставляем цифры числа b в обратном порядке}
    b[m-i+1]:=d



   

  End;

For i:=1 to n do 
Begin 
   a[i]:=a[i]-b[i];

   j:=1;

   While (a[j]<0)and(j<=n)do

     Begin
       a[j]:=a[j]+10; 
       a[j+1]:=a[j]-1;           {занимаем 1 у следующего разряда}

     End;

End;

i:=n; 
While (i>1)and(a[i]=0)do i:=i-1;        {пропускаем первые нули}
n:=I; 
For i:=n downto 1 do write(a[i]);            {вывод результата}
End.

Пример 1. В строке заданы два числа, разделенные пробелом, количество цифр которых не превышает 100. Сравнить эти числа (городская олимпиада 2007-2008).
Примечание: в данной задаче нужно аккуратно проверить все случаи сравнения чисел: когда они разного знака, одинакового знака, длины и т.д.
Var s1,s2,s:string; 
    f:text; 
    i,j,k:integer;

Begin

   Assign(f,'1.in'); 
   Reset(f); 
   Readln(f,s);                               {считывание строки}  
   Assign(f,'1.out'); 
   Rewrite(f);

   k:=pos(' ',s); 
   s1:=copy(s,1,k-1);  {формирование двух строк для представления чисел} 
   s2:=copy(s,k+1,length(s)-k);

   If s1=s2 
      then write(f,s1,'=',s2);

   If (s1[1]='-')and(s2[1]<>'-')

      then write(f,s1,'<',s2);

   If (s1[1]<>'-')and(s2[1]='-')

      then write(f,s1,'>',s2);

   If (s1[1]<>'-')and(s2[1]<>'-')

     then

        Begin

          If length(s1)>length(s2) 
             then write(f,s1,'>',s2);

          If length(s1)<length(s2) 
             then write(f,s1,'<',s2);

        If length(s1)=length(s2)then

           Begin

              i:=1;

              While (s1[i]=s2[i])and(i<length(s1)) do

                 i:=i+1;

              If s1[i]<s2[i] 
                 then write(f,s1,'<',s2)

                 else 
                    if s1[i]>s2[i] then 
                       write(f,s1,'>',s2);

           End;

      End;

Close(f);

End.

Пример 2. Носки (II тур республиканской олимпиады по информатике 2009-2010 гг, Задача С)

В куче лежат N носков. Известно, что для каждого носка из кучи в этой куче есть пара, но как всегда, они перемешались. Какое минимальное количество носков нужно взять из кучи, чтобы среди взятых носков гарантированно нашлась хотя бы одна пара?

Пример: socks.in          socks.out

4       3

Решение: Само решение в этой задаче довольно простое: необходимо лишь догадаться, что для получения результата решения задачи нужно воспользоваться формулой: k:=N div 2+1. Далее реализуется алгоритм считывания «длинного» числа из входного файла, затем алгоритм деления «длинного» числа на 2 и алгоритм прибавления к «длинному»  числу 1.
Var s:string;a,b:array[1..255]of byte;

    I,m,n,x:byte;d:integer;
    f:text;

Begin

 Assign(f,’socks.in’);
 Reset(f);
 Readln(s);
 Close(f);

 Assign(f,’socks.out’);
 Rewrite(f);

 N:=length(s);

 For i:=1 to n do

    Val(s[i],a[i],d);

 For i:=1 to n do

    Begin

       X:=x*10+a[i];

       B[i]:=x div 2;

       X:=x mod 2;

    End;

 X:=1;

 For i:=n downto 1 do 

    Begin

      X:=b[i]+x;

      B[i]:=x mod 10;

      X:=x div 10;

    End;

For i:=1 to n do Write(f,b[i]);

Close(f);

End.

Задания для самостоятельной работы

1. Написать программу вычисления N!, при N>=100.

2. Написать программу вычисления 3N, при N>=100.
3. Определить, встречаются ли в записи некоторого многоразрядного числа две подряд идущие одинаковые цифры, например 9?

4. Определить наибольший общий делитель двух многоразрядных чисел.

5. Определить, являются ли два многоразрядных числа взаимно простыми.

6. Найти количество делителей многоразрядного числа. 
7. Задается положительное целое число N(1≤ N≤10^100). Нужно вывести произведение его цифр  (II этап республиканской олимпиады 2014-2015, задача С)

     Примеры
	В.in
	B.out
	Комментарий 

	345
101
	60
0
	3*4*5=60
1*0*1=0


8. Палиндром (III этап республиканской олимпиады 2014г, задача D)

Натуральное число называется палиндромом, если читается слева направо и справа налево одинаково. Вам дано одно натуральное число N, которое состоит из не более чем 106 цифр. Найдите наименьший палиндром, который строго больше N. 

Примеры

	D.in
	D.out

	365
	373

	999999
	1000001


9. Произведение (II этап республиканской олимпиады по информатике 2014-2015гг, задача В).  Задается положительное целое число N. Нужно вывести произведение его цифр.

Формат входных данных: Первая строка входного файла содержит ровно одно положительное число N (1≤ N≤10^100) (?). 

   Пример

	В.in
	B.out
	Комментарий 

	345

101
	60

0
	3*4*5=60

1*0*1=0


10. Усложненный факториал (III этап республиканской олимпиады по информатике, 2015г, задача А)
Условие этой задачи очень простое. Найдите наименьшее К такое, что К! делится на N без остатка. 
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Формат входных данных: В первой и единственной строке дано число N 
[image: image10.wmf]).
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Формат выходных данных: Выведите наименьшее число К, факториал которого делится на N.

Примеры

	A.in
	A.out

	4
	4

	8
	4


4  Комбинаторные алгоритмы

4.1 Комбинаторные объекты

Задачи дискретной математики, к которым относится большинство олимпиадных задач по информатике, часто сводятся к перебору различных комбинаторных конфигураций объектов и выбору среди них наилучшего, с точки зрения условия той или иной задачи, поэтому знание алгоритмов генерации наиболее распространенных комбинаторных конфигураций является необходимым условием успешного решения олимпиадных задач в целом. Важно также знать количество различных вариантов для каждого типа комбинаторных конфигураций, так как это позволяет реально оценить вычислительную трудоемкость выбранного алгоритма решения той или иной задачи на перебор вариантов и, соответственно, его приемлемость для решения рассматриваемой задачи, с учетом ее размерности. Кроме того, при решении задач полезным оказывается умение для каждой из комбинаторных конфигураций выполнять следующие операции: по имеющейся конфигурации получать следующую за ней в лексикографическом порядке; определять номер данной конфигурации в лексикографической нумерации всех конфигураций и, наоборот, по порядковому номеру выписывать соответствующую ему конфигурацию и т.д.

Перечисленные подзадачи в программировании обычно реализуются с помощью следующих комбинаторных конфигураций: перестановки элементов множества, подмножества множества, сочетания из n элементов множества по k элементов (k-элементные подмножества множества, состоящего из n k элементов), размещения (упорядоченные подмножества множества, то есть отличающиеся не только составом элементов, но и порядком элементов в них), разбиения множества (множество разбивается на подмножества произвольного размера так, что каждый элемент исходного множества содержится ровно в одном подмножестве), разбиения натуральных чисел на слагаемые, правильные скобочные последовательности (различные правильные взаимные расположения n пар открывающихся и закрывающихся скобок).

В данном разделе рассмотрены вопросы комбинаторики, наиболее востребованные в программировании, приводятся алгоритмы их решения вместе с анализом их вычислительной сложности. 

4.2 Перестановки
Примечание:  Предполагаем, что перестановка хранится в массиве P длины N. 

Лексикографический порядок (в порядке возрастания) на множестве всех перестановок определяется следующим образом: р1<р2 тогда и только тогда, когда существует такое t>=1, что p1[t]<=p2[t] и p1[i]=p2[i] для всех i<t. 
Антилексикографический порядок на множестве перестановок определяется следующим образом: р1<р2 тогда и только тогда, когда существует такое t<=N, что p1[t]>p2[t] и p1[i]=p2[i] для всех i>t. 
Рассмотрим ещё одно определение лексикографического порядка. 

Порядок на множестве перестановок из N элементов называется лексикографическим, если для любых двух перестановок справедлив следующий порядок следования: ранее должна стоять та из перестановок, которая является меньшим числом в N+1-ичной системе счисления (или в десятичной для n<10). Так, для N=3 перестановка {1,3,2} должна стоять раньше перестановки {2,3,1}, так как 132<231. Рассмотрим все перестановки для случая N=3:

	Лекикографический (А)
	Антилексикографический (В)

	1 2 3
	1 2 3

	1 3 2
	2 1 3

	2 1 3
	1 3 2

	2 3 1
	3 1 2

	3 1 2
	2 3 1

	3 2 1
	3 2 1


Задача 1.  Выписать  перестановку, следующую за данной, в лексикографическом порядке 

Алгоритм нахождения следующей в лексикографическом порядке перестановки за данной при помощи таблицы можно описать следующим образом: 

1. Просматривая элементы перестановки справа налево, находим «скачок», т.е. такую пару элементов, что Pi-1<Pi;

2. В «хвосте» перестановки находим первый элемент с конца перестановки, больший значения Pi-1, в таблице это значение равно Pj. 

3. Меняем местами элементы Pi-1 и Pj;
4. «Хвост» перестановки максимально ухудшаем, т.е. расставляем элементы с I по N в порядке возрастания.

Var p:array[1..100]of integer; 
    N,I,flag:integer;

Procedure NextPerest;

Var i,j,c:Integer;

Begin 

  I:=N; While (P[i-1]>P[i]) And (i>1) Do Dec(i);
  {находим скачок, где P[i-1]<P[i]}
  J:=N; While P[j]<P[i-1] Do Dec(j);
  {находим первый элемент справа, больший значения Pi-1}

  C:=P[i-1];P[i-1]:=P[j];P[j]:=c;  {меняем местами P[i-1]и P[j]}
For j:=0 To (N-(i-1)) Div 2-1 Do  

Begin

 C:=P[i+j];P[i+j]:=P[N-j];P[N-j]:=c

End;
{переставляем в обратном порядке элементы с I по N – сортируем по возрастанию, т.к. до этого момента они были расставлены по убыванию, можно, конечно, применить и любой алгоритм сортировки, но это будет дольше}

End;

Begin

 Read(n);
 For i:=1 to n do read(P[i]);

 Flag:=0;
 For i:=1 to n-1 do 
   If P[i]<P[i+1] then flag:=1;
{проверяем, не последняя ли эта перестановка}

If flag=0 then 
   Write(‘no’) 
    Else 
      Begin 
        NextPerest; 
        For i:=1 to N do Write(P[i],’ ‘);
      End;

End.

Задача 2. Получение всех перестановок в лексикографическом порядке:
Var n,I,flag:Integer; 
    p:array[1..100] of Integer; 

Procedure NextPerest;

Var i,j,c: Integer;

Begin

 i:=n; 
 While(p[i]<p[i-1]) and  (i>1) do i:=i-1; {находим «скачок»}

 j:=n; 
 While(p[j]<p[i-1]) do j:=j-1;
   {находим первый справа элемент P[j]>P[i-1]}

   c:=p[i-1];p[i-1]:=p[j];p[j]:=c;     
   {меняем местами P[j],P[i-1]}

 For  j:=0 to (n-(i-1)) div 2-1 do 

 
Begin

     c:=p[i+j];p[i+j]:=p[n-j];p[n-j]:=c;

     {переставляем элементы с I по N-сортируем по возрастанию}

   End;

 End;

 Begin 

   Readln(n); 

   For i:=1 to n do p[i]:=i;{первая перестановка}

   Repeat
     Flag:=0;  
{если данная перестановка не является последней - генерируется следующая}

    For i:=1 to n-1 do  
      If p[i]<p[i+1] then flag:=1;

    If flag=0 then write(‘no’) 
      Else 
        Begin

          NextPerest;  
          For i:=1 to n do write(p[i],' '); 
          Writeln; 
       End;

  Until flag=0;

  End.

Задача 3. Подсчитать количество перестановок для заданного значения N

Решение: Известно, что количество всех перестановок из N элементов равно факториалу числа N (N!=1*2*3*...*N). Рекурсивное определение: N! =N*(N-1)!
	1
	1

	2
	2

	3
	6

	4
	24

	5
	120

	6
	720

	7
	5040 (последнее число типа Integer)

	8
	40320

	9
	362880

	10
	3628800

	11
	39916800

	12
	479001600 (последнее число типа LongInt)


Значение N! можно посчитать с помощью итерационного алгоритма и рекурсивного: 

Function Fac_it (k:LongInt): LongInt;

Var r,i: LongInt;

Begin

 r:=1;

    For i:=1 То k dо r:=r*i;

 Fac_it:=r;

end;

Рекурсивный подсчет факториала:

Function Fac_rec(k:longint):Longint;

Begin

  If k>1 Then 
    Fac_rec:=k*Fac_rec(k-1) 
      Else Fac_rec:=1;

End;

Функция работоспособна при N, меньшем или равном 12. Для больших значений N требуется использовать «длинную» арифметику: умножение «длинного» числа на короткое; вывод «длинного» числа.

Задача 4. Получение перестановки по ее номеру
	Рассмотрим N=8, L=370212. Пусть на первом месте записана 1. Таких перестановок 7! Или 5040 (1*******). При 2 тоже 5040 (2*******).  Итак, 37021 div 5040=7. Следовательно, первая цифра в перестановке – 8. Новое значение L (37021 mod 5040=1741) 1741. Оформим рассуждения вс виде таблицы:

i
	L
	Pстарое
	P
	L div P
	L mod P
	Pновая

	1
	37021
	********
	7!=5040
	7
	1741
	8*******

	2
	1741
	8*******
	6!=720
	2
	301
	83******

	3
	301
	83******
	5!=120
	2
	61
	834*****

	4
	61
	834*****
	4!=24
	2
	13
	8345****

	5
	13
	8345****
	3!=6
	2
	1
	83456***

	6
	1
	83456***
	2!=4
	0
	1
	834561**

	7
	1
	834561**
	1!=1
	1
	0
	8345617*

	8
	0
	8345617*
	0!=1
	
	
	83456172


Указание: обратим внимание на 3 строку, в которой на 3 место записывается цифра 4: то, что записываются не цифры 1 и 2, очевидно (?): их требуется пропустить. Цифра «3» занята, поэтому записываем «4» и т.д.

Если N<=12, L<=maxLongInt:

Const maxN=12;

 KolPerest:array[0..maxN]of Longint =(1,1,2,6,24,120,720,5040,40320,362880,3628800,39916800, 479001600);

Procedure PerByNom(L:Longint);

Var S:set of byte; 
    I,j,sc:integer;

Begin
 S:=[];  {множество для фиксации цифр, задействованных в перестановке}

 For i:=1 to N do begin

 Sc:=L div KolPerest[N-i];
 L:=L mod KolPerest[N-i];

 J:=1;
 While (sc<>0)or(j in s) do 
   Begin  
     If not(j in s) then Dec(sc);

     Inc(j);

   End;

 S:=s+[j];{нашли очередную цифру}

 P[i]:=j;

End;

End;

	I
	Sc
	L
	J
	S
	P

	
	
	37021
	
	
	********

	1
	7
	1741
	1
	[]
	

	
	6
	
	2
	
	

	
	5
	
	3
	
	

	
	4
	
	4
	
	

	
	3
	
	5
	
	

	
	2
	
	6
	
	

	
	1
	
	7
	
	

	
	0
	
	8
	[8]
	8*******

	2
	2
	301
	1
	
	

	
	1
	
	2
	
	

	
	0
	
	3
	[3,8]
	83******

	3
	2
	61
	1
	
	

	
	1
	
	2
	
	

	
	1
	
	3
	
	

	
	0
	
	4
	[3,4,8]
	834*****

	4
	2
	13
	1
	
	

	
	1
	
	2
	
	

	
	1
	
	3
	
	

	
	1
	
	4
	
	

	
	0
	
	5
	[3,4,5,8]
	8345****

	…
	…
	…
	…
	…
	…


Задача 5. По перестановке получить ее номер (III-й этап Республиканской олимпиады по информатике 2013г задача С)

Var p:array[1..10000] of Longint;

    nom,i,j,c,n:longint; 
    fin,fout:text;
    s:set of byte;  
    fact:array[0..10000] of longint;

Begin

  Assign(fin,'c.in');
  Reset(fi); 
  Assign(foot,'c.out');
  Rewrite(fo);

  fact[0]:=1;fact[1]:=1; fact[2]:=2;fact[3]:=6;fact[4]:=24; fact[5]:=120;fact[6]:=720;fact[7]:=5040;fact[8]:=40320; fact[9]:=362880;fact[10]:=39916800;

  Read(fin,n);
  For i:=2 to n do 
     fact[i]:=(fact[i-1]*i)mod 1000000007;
  {выдать результат по модулю 1000000007}

  For i:=1 to n do 
     Read(fin,p[i]);

  s:=[]; nom:=1;

  For i:=1 to n do

    Begin

      j:=1;
      c:=0;

      While j<p[i] do

        Begin

          If not(j in s) Then c:=c+1;

          j:=j+1;

        End;

      s:=s+[p[i]];  
      nom:=nom+(fact[n-i]*c);

   End;

   Writeln(fout,nom);
   Close(fin);
   Close(fout);

End.

4.3 Сочетания
Сочетание – это подмножество из К различных чисел, принадлежащих множеству чисел от 1 до N. Рассмотрим логику подсчёта и генерации всех К-элементных подмножеств N-элементного множества. Каждому К-элементному подмножеству взаимно однозначно соответствует возрастающая последовательность длины К с элементами из множества целых чисел от 1 до N. Так, например, подмножеству [2, 6, 1, 3] соответствует последовательность чисел 1, 2, 3, 6. Лексикографический порядок на множестве последовательностей определяется так же, как и для перестановок (например, при N=6, K=4): 
	1  2  3  4
	1  2  4  6
	1  3  5  6
	2  3  5  6

	1  2  3  5
	1  2  5  6
	1  4  5  6
	2  4  5  6

	1  2  3  6
	1  3  4  5
	2  3  4  5
	3  4  5  6

	1  2  4  5
	1  3  4  6
	2  3  4  6
	


Основные свойства сочетаний:
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Примечание: Для генерации сочетаний 
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n

С

 можно также воспользоваться двоичной системой счисления: двоичные числа от 0..
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-1 дают все варианты сочетаний (1 – взят элемент, 0 - нет).

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	0
	1
	0
	0

	0
	0
	0
	1
	0
	1

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	1
	1
	1
	1
	1
	1


Задача 1. Подсчитать количество сочетаний из N по k:
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(N>1,0<k<N)- получаем треугольник Паскаля ksc[2,0]=1;ksc[2,1]=2,ksc[2,2]=1,ksc[3,0]=1,ksc[3,1]=3,ksc[3,2]=3,ksc[3,3]=1…

Var ksc:array[0..100,0..100]of longint;
    n,i,j,k:integer; {нумерация с 0!}

Procedure KolSoch;

Var i,j:integer;

Begin

 For i:=0 to n do 
  Begin 
     ksc[I,0]:=1;
     ksc[I,I]:=1;
  End;

For i:=1 to n do

For j:=1 to i-1 do

  Ksc[I,j]:=ksc[i-1,j]+ksc[i-1,j-1];

End;

Begin 
   Read(n,k);
   KolSoch; 
   Write(ksc[n,k]);
End.

Задача 2.  Генерирование следующего сочетания в лексикографическом порядке

Var c:array[1..100] of integer; 
    n,k:integer;

Procedure NextSoch;

Var i,j:integer;

Begin

i:=k;   while (c[i]=n-k+i) and (i<>1) do i:=i-1;

c[i]:=c[i]+1;

For j:=i+1 to k do c[j]:=c[j-1]+1
End;

Begin

 Read(n);
 For i:=1 to n do read(c[i]);

 If c[1]<>n-k+2 then 
    Begin

       NextSoch; 
       For i:=1 to n do write(c[i],’ ‘);
    End 
      Else write(‘no’);
End.

Задача 3. Получение всех сочетаний из N элементов по 1, 2, …N элементов
Var c:array[1..100] of integer; 
    n,k:integer;

Procedure NextSoch;

Var i,j:integer;

Begin

   i:=k;   
   While (c[i]=n-k+i) and (i<>1) do i:=i-1;

   c[i]:=c[i]+1;

   For j:=i+1 to k do c[j]:=c[j-1]+1

End;

Begin

  Read(n); 
  For k:=1 to n  do  

     Begin

       For i:=1 to k do  c[i]:=i;       {первое сочетание}

       While c[1]<>n-k+2 do

       Begin

          For i:=1 to k do write (c[i]:3); writeln;

          NextSoch;

       End;

     End;   

End.

Задача 4. По номеру определить сочетание

Var ksc:array[0..100,0..100]of longint;

    n,I,j,k,L:integer; {нумерация с 0!}

Procedure KolSoch;{таблица количества сочетаний из N по k}

Var i,j:integer;

Begin

  For i:=0 to n do 
    Begin 
       ksc[I,0]:=1;ksc[I,I]:=1;
    End;

  For i:=1 to n do

     For j:=1 to i-1 do

       Ksc[I,j]:=ksc[i-1,j]+ksc[i-1,j-1];

End;

Procedure SochByNum(L:Longint);

Var I,j,sc,ls:integer;

Begin

 Sc:=n; ls:=0;

 For i:=1 to k do begin {I-номер элемента в сочетании, k-i- число элементов в сочетании}

  J:=1;{sc-j – число элементов, из которых формируется сочетание}

  While L-ksc[sc-j,k-i]>=0 do 
    Begin 
      {находим тот элемент массива ksc, который >L}

      L:=L-ksc[sc-j,k-i];
      j:=j+1;

    End;

  C[i]:=ls+j;
  Ls:=ls+j;
  Sc:=sc-j;

End;

End;

Begin 
  Read(L); KolSoch; SochByNum(L); 
  For i:=1 to k do write(c[i],’ ‘);
End.

Задача 5. По сочетанию получить его номер
Var ksc:array[0..100,0..100]of longint;   

    n,I,j,k:integer;
    L:longint; {нумерация с 0!}

Procedure KolSoch;{таблица количества сочетаний из N по k}

Var i,j:integer;

Begin

 For i:=0 to n do 
   Begin 
      ksc[I,0]:=1;
      ksc[I,I]:=1;
   End;

  For i:=1 to n do

     For j:=1 to i-1 do  
        Ksc[I,j]:=ksc[i-1,j]+ksc[i-1,j-1];

End;

Procedure NumBySoch;

Var I,j:integer;

Begin

   L:=1; 
   For i:=1 to k do 
      For j:=c[i-1]+1 to c[i]-1 do 
         L:=L+ksc[n-j,k-i];

End;

Begin 

   Read(n,k);
   For i:=1 to k do read(c[i]);
   KolSoch; 
   NumBySoch; 
   Write(L);
End.
4.4 Размещения
Размещения (обозначение - 
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). Задача формулируется следующим образом: сколькими способами можно выбрать и разместить по М различным местам М из N различных предметов?

Число размещений вычисляется по формуле
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Примеры:
1. Сколькими способами можно выбрать и разместить на двух местах 1, 2 две из трех монет 1, 2, 5 рублей? Ответ: 6.

2. Сколькими способами можно выбрать и разместить на двух местах 1, 2 двух из четырех гостей А, Б, В, Г? Ответ: 12.

3. Сколько трехбуквенных словосочетаний можно составить из букв слова эскиз? Ответ: 60.

4. В чемпионате по футболу принимают участие 17 команд и разыгрываются золотые, серебряные и бронзовые медали. Сколькими способами они могут быть распределены? Ответ: 4080.

5. Партия состоит из 25 человек. Требуется выбрать председателя партии, его заместителя, секретаря и казначея. Сколькими способами можно это сделать, если каждый член партии может занимать лишь один пост. Ответ: 303600.

Задача 1. Подсчитать количество размещений для небольших значений N и K можно с помощью следующих простых функций.

 Function Plac (n,k: LongInt): Longint;

Var i, z: Lоngiпt;

Begin

   z:=1;

   For i:=0 То k-1 Do z:=z*(n-i);

   Рlас:=z;

End;

Рекурсивный вариант реализации.

Function Рlас (n,k: LongInt): LongInt;

Begin

  If k=0 Then Рlас:=1 Else Plac:=(n-k+1)*Р1ас(n,k-l);

End;

Функции дают правильный результат при N≤12. Для больших значений N необходимо использовать «длинную» арифметику.

Задача 2. Сгенерировать все размещения для заданных значений N и K.
Указание: Для генерации размещений можно воспользоваться процедурой генерации перестановок и сочетаний из предыдущих пунктов. 

Var c:array[1..100] of Integer; n,k:Integer;

    p,p1:array[1..100] of Integer;

{Процедура нахождения следующего сочетания}
Procedure Soch;

Var i,j:Integer;

Begin

   i:=k;

   While (c[i]=n-k+i) and (i>1) Do i:=i-1;

   c[i]:=c[i]+1;

   For j:=i+1 To k Do c[j]:=c[j-1]+1

End;

{Процедура нахождения следующей перестановки}
Procedure per_leks;

Var i,j,s:Integer;

Begin

   i:=k;

 While (p[i]<p[i-1]) and (i>1) Do i:=i-1;

   j:=k;

   While (p[j]<p[i-1]) Do j:=j-1;

    s:=p[i-1]; p[i-1]:=p[j]; p[j]:=s;

   For j:=0 To (k-i+1)div 2-1 Do 
    Begin

      s:=p[i+j]; 
      p[i+j]:=p[k-j]; 
      p[k-j]:=s;
    End;

End;

{Основная программа}
Var f,i,l:Integer;

Begin

   Writeln(’n=’); Readln(n); Writeln(’k=’); Readln(k);

   For i:=1 To k Do  c[i]:=i;

   While c[1]<>n-k+2 Do

      Begin

   {формируем начальную и конечную перестановку из текущего сочетания}
         For i:=1 To k Do p[i]:=c[i];

         For i:=1 To k Do p1[i]:=c[k-i+1];

         For i:=1 To k Do Write (p[i],’ ’); Writeln; {вывод}
         f:=0;l:=0;

         While (f=0) Do

            Begin 
                l:=l+1;

                per_leks;
        {находим все перестановки текущего сочетания и выводим их на экран}
                 for i:=1 to k do write(p[i],’ ’); {вывод}

                 writeln;    
                 f:=1;

                 For i:=1 To k Do If p[i]<>p1[i] Then f:=0;

            End;

         soch;

      End;

   Readln;

End.

   Пример 1. Города

Широко известна  игра «Города». Называется какой-нибудь город, допустим, «Саратов». Кончается на «в», значит требуется назвать другой город у которого в названии первая буква «в». Это может быть «Воронеж». Следующий город должен начинаться на «ж» и т.д.  Запрещено повторять название городов. Надо написать программу, которая  из  набора  названий  городов (все названия разные) строит цепочку максимальной длины.  

Входные данные: файл TOWN.IN в 1-й строке содержит  количество слов в наборе. Начиная  со второй строки  (по одному в строке) следуют названия городов (все буквы в названиях - заглавные). 

Выходные данные: 1-я строка TOWN.OUT содержит  длину максимальной цепочки. Начиная со второй строки идет вариант цепочки,  т.е. названия (по одному в строке) городов в порядке, который требуют условия игры.        

Указание: При малом количестве городов можно воспользоваться полным перебором размещений всех городов.

Пример: 

  TOWN.IN



 TOWN.OUT 

   5                     5                                   

   НОВОСИБИРСК           САМАРА                           

   АСТРАХАН              АСТРАХАН                            

   САМАРА                НОВОСИБИРСК                        

   ВЛАДИМИР              КИРОВ                              

   КИРОВ                 ВЛАДИМИР                            

Var c:Array[1..30] of Byte; n,k:Integer;

    p,p1:Array[1..30] of Byte;

    gorod:Array[1..30] of String;

{Находим следующее сочетание в лексикографическом порядке}

Procedure soch;

Var i,j:Byte;

Begin

   i:=k;

While (c[i]=n-k+i) and (i>1) Do i:=i-1;

   c[i]:=c[i]+1;

   For j:=i+1 To k Do c[j]:=c[j-1]+1

End;

{Находим следующую перестановку в лексикографическом порядке}

Procedure per_leks;

Var i,j,s:Integer;

Begin

   i:=k;

   While (p[i]<p[i-1]) and (i>1) Do i:=i-1;

   j:=k;

   While (p[j]<p[i-1]) Do j:=j-1;

   s:=p[i-1]; 
   p[i-1]:=p[j]; 
   p[j]:=s;

   For j:=0 To (k-i+1) Div 2-1 Do 
     Begin

       s:=p[i+j]; 
       p[i+j]:=p[k-j]; 
       p[k-j]:=s; 
     End;

End;

{Процедура  проверяет, верна ли текущая цепочка городов}

Procedure proverka(Var pr:Byte);

Var  j,x:Byte;

Begin 

  pr:=0;

  For j:=1 To k-1 Do 
     Begin

        x:=Length(gorod[p[j]]);

        If gorod[p[j]][x]<>gorod[p[j+1]][1] 
           Then pr:=1; 
     End;

End;

Var f,i,l:Byte; 
    fil:Text; 
    fl:Byte;

Begin

 Assign(fil,’g1.pas’); 
 Reset(fil);

 Readln(fil,n); 

 For i:=1 To n Do Readln(fil,gorod[i]);

k:=n; {начнём строить цепочки городов с конца (при k=n); если никакая перестановка городов не даст верный результат, уменьшим k на 1 и т.д.}

Repeat

  fl:=1; 

  For i:=1 To k Do  c[i]:=i;

  While (c[1]<>n-k+2) and (fl=1) Do

   Begin

    For i:=1 To k Do p[i]:=c[i];

    For i:=1 To k Do p1[i]:=c[k-i+1];

    proverka(fl);

    If  fl=0 Then 
       For i:=1 To k Do 
          Write(gorod[p[i]],’ ’);

    f:=0;l:=0;

    While (f=0) and (fl=1) Do

      Begin

        per_leks; proverka(fl);

        If fl=0 Then 
          For i:=1 To k Do 
             Write(gorod[p[i]],’ ’);

        f:=1;

        For i:=1 To k Do 
          If p[i]<>p1[i] Then f:=0;

      End;

  soch;

 End;

 k:=k-1;

Until (k=1) or (fl=0);

End.

4.5  Разбиение числа на слагаемые

Дано натуральное число N. Его можно записать в виде суммы натуральных слагаемых: N=а1 +а2 +...+аk, где k, а1, ..., а2 больше нуля. Будем считать суммы эквивалентными, если они отличаются только порядком слагаемых. Класс эквивалентных сумм приведенного вида однозначно представляется последовательностями b1, ..., bk, упорядоченными по невозрастанию. Каждую такую последовательность b1, ..., bk,  назовем разбиением числа N на k слагаемых.

Как обычно, решаем четыре задачи: подсчет количества различных разбиений числа; генерация разбиений относительно определенного отношения порядка, введенного на множестве разбиений; получение разбиения по его номеру и задача, обратная третьей.

Задача 1. Рассмотрим алгоритм решения поставленной задачи при N=8, а затем проведём рассуждения, позволяющие написать программный код.
	1
	11111111
	9
	3311
	17
	521

	2
	2111111
	10
	332
	18
	53

	3
	221111
	11
	41111
	19
	611

	4
	22211
	12
	4211
	20
	62

	5
	2222
	13
	422
	21
	71

	6
	311111
	14
	431
	22
	8

	7
	32111
	15
	44
	
	

	8
	3221
	16
	5111
	
	


Решение: Число разбиений числа N на k слагаемых обозначим через Р(N, k), общее число разбиений - P(N). Значение P(N) равно сумме P(N, k) по значению k. Считаем, что начальные значения P(0)=P(1)=1. 
Теорема. Число разбиений числа N на k слагаемых равно числу разбиений числа N с наибольшим слагаемым, равным k.

Теорема доказывается простыми рассуждениями на основе диаграмм Феррерса. Пример такой диаграммы приведен ниже.
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	….
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	15=6+4+3+1+1
	15=5+3+3+2+1+1


Главное, что следует из этого факта, - реальный путь подсчёта числа разбиений. Число разбиений Р(i, j) равно сумме P(i - j, k) по значению j, где j изменяется от 0 до j. Другими словами, j «выбрасывается» из i и подсчитывается число способов разбиения числа i-j на k слагаемых. Проверим эту логику с помощью следующей таблицы.
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	

	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	2
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	2

	3
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	3

	4
	0
	1
	2
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	5

	5
	0
	1
	2
	2
	1
	1
	0
	0
	0
	7

	6
	0
	1
	3
	3
	2
	1
	1
	0
	0
	11

	7
	0
	1
	3
	4
	3
	2
	1
	1
	0
	15

	8
	0
	1
	4
	5
	5
	3
	2
	1
	1
	22


Например, Р(8, 3) =P(5, 0)+P(5, 1)+Р(5, 2)+P(5, 3).    
Const MaxN=100;

Var N:Longint;  
    SmallSc:Аrrау(0..МахN, 0..МахN) Of LongInt;

Procedure FillSmallSc;

Var i,j,k:Integer;

Begin

  FillChar(SmallSc,SizeOf(SmallSc),0); 
  SmallSc[0,0]:=1;

  For i:=1 То N dо
   For j:=1 То i do

     For k:=0 То j dо 
        Inc(SmallSc[i,j],SmallSc[i-j,k]);     SmallSc[0,0]:=0

End;

Таблица значений сформирована, она нам потребуется для решения других задач. Для подсчета же числа разбиений осталось написать простую процедуру.

Procedure Саlс;

  Var i:integer; Res:longint;

  Begin

 Res:=SmallSc[N,1]; 
 For i:=2 То N Do 
    Res:=Rеs+SmаllSс[N,i]; 
 Writeln(Res:0:0);

End;

Задача 2. Генерация разбиений. 
Решение: Для хранения данных используем массив:
Var Now: Array[0..МахN] Of Integer;

В Now[0] будем хранить длину разбиения, т. е. число задействованных элементов массива Now. Возьмем из первой таблицы одно из разбиений числа 8, например «41111», следующее «4211». В каком случае можно увеличить Now[2]? Видим, что Now[1] должно быть больше Now[2], т. е. в текущем разбиении находится «скачок» - Now[i-1]>Now[i], Now[i] увеличивается на единицу, а все следующие элементы разбиения берутся минимально возможными. Всегда ли возможна данная схема изменения разбиения? Например, разбиение «44», следующее— «5111». Таким образом, или «скачок», или i равно 1. Кроме того, изменяемый элемент не может быть последним, ибо увеличение без уменьшения невозможно.

Procedure GetNext;

Var i, j, sc:Integer;

  Begin

      i:=Now[0]-1; {Предпоследний элемент разбиения} 

      sc:=Now[i+1]-1; Now[i+1]:=0; 

{В sc накапливаем сумму, это число представляется затем минимально возможными элементами}
      While (i>1) And (Now(i]=Now[i-1]) dо 
         Begin 

        sc:=sc+Now[i];Now[i]:=0;Dec(i); {Находим «скачок»}      End;

   Inc(Now[i]);    {Увеличиваем найденный элемент на единицу}
Now[0]:=sc;    {Изменяем длину разбиения}
   For j:=1 То sc Do Now[j+i]:=1;

   {Записываем минимально возможные элементы, т. е. единицы}
End;

А будет ли работать данная логика для последнего разбиения (в нашем примере для «8»)? Оказывается, что нет.

Считаем, что в Now хранится первое разбиение, а в массиве Last - последнее. Они формируются, например, в процедуре типа Init. И схема генерации....

While Not (Eq(Now,Last)) dо Begin

{Функция Eq даёт «истину», если текущее распределение совпадает с последним, и «ложь» - в противном случае, или - While Now[0]<>1 do;}
GetNext;
Print; {Вывод разбиения}
End; 

Задача 3. По номеру разбиения (L) получить само разбиение (Now). 
Решение: Нумерация разбиений осуществляется относительно введенного отношения порядка. Пусть L=0. 

sc:=N; i:=1; 

    {sc—число, которое представлено разбиением, i—номер позиции в разбиении}
While sc<>0 Do Begin                 {Пока число не исчерпано}
 j:=1;        {Число, которое должно записываться на место i в разбиении} 
 ???               {Значение j должно определяться по значению L-?}
Now[i]:=j; sc:=sc-j; Inc (i);

End; …

Пусть L=1. Обратимся ко второй таблице данного материала. Проверяем Smallsc[8,1]. Если L больше или равно этому значению, то мы уменьшим значение L на Smallsс[8,1], увеличим значение j на единицу и, в конечном итоге, получим разбиение 2111111. Итак, что нам необходимо сделать? Просто просмотреть строку массива SmallSc с номером sс и определить последний элемент строки, его номер в j, который меньше текущего значения L. Последовательно отсекаем разбиения числа sc, начинающиеся с чисел j.
Procedure GetWhByNum(L:Longint);

Var i,j,sc:Integer;

Begin

sc:=N; i:=1;

While sc<>0 Do Begin

  j:=1;

  While L>=SmallSc[sc,j] dо 
     Begin 
        Dec (L,SmallSc[sc,j]); 
        Inc(j); 
     End;

  Now[i]:=j; sс:=sc-j; inc(i);

 End;

 Now[0]:=i-1; {Корректируем длину разбиения} 

  End;

Задача 4. По разбиению (Now) получить его номер. 
Решение:  Будем брать текущее число из разбиения, начиная с первого, и смотреть на его «вклад» в количество номеров. Например, разбиение «22211». Определяем, сколько номеров приходится на первую 2, затем на вторую и т. д.

Function GetNumByWh: LongInt;

 Var i,jk,р:Integer; sc: LongInt;

 Begin   
   sc:=1; 
                        {Формируем номер разбиения}
   jk:=N; 
                      {Номер строки в массиве SmallSc}
  For i:=1 To Now[0] do 
    Begin                            {Просматриваем разбиение}
      For p:=0 To Now[i]-1 do sс:=sc+SmallSc[jk,р]; 

   {Значение числа из разбиения определяет число столбцов в массиве SmallSc}       jk:=jk-Now[i];                   {Изменяем номер строки}
        End;  
      GetNumByWh:=sc;  
   End;   
 Трассировка логики (N=8, Now - 22211). Номер=4.

Рассмотрим ещё один алгоритм разбиения натурального числа на слагаемые.
Пример: N=4, разбиения: 1+1+1+1, 2+1+1, 2+2, 3+1, 4.

First = (1,1,...,1) - N единиц  Last = (N) 1 число.

1.   Чтобы избежать повторений, будем перечислять слагаемые в невозрастающем порядке. 

2.   Сказать, сколько их будет всего - не так-то просто. 

3.   Для составления алгоритма NextRazb зададимся тем же вопросом: в каком случае i-ый член разбиения можно увеличить, не меняя предыдущих?

· Во-первых, должно быть X[i-1]>X[i] или i=1. 

· Во-вторых, i должно быть не последним элементом (увеличение i надо компенсировать уменьшением следующих). Если такого i нет, то данное разбиение последнее. Увеличив i, все следующие элементы надо взять минимально возможными, т.е. равными единице:

    Procedure NextRazb;

     Begin

        {найти i:(i<L)and((X[i-1]>X[i])or(i=1))}

        X[i]:=X[i]+1;

        {L:=i+X[i+1]+...+X[L]-1}

        X[i+1]:=...:=X[L]:=1

     End;

Через L мы обозначили количество слагаемых в текущем разбиении (понятно, что 1<=L<=N). Программа будет выглядеть следующим образом:

  Program Razbieniya;

   Type Razb=array [byte] of byte;

   Var N,i,L:byte; 
       X:Razb;

   Procedure Next(var X:Razb;var L:byte);

    Var i,j:byte; s:word;

     Begin

        i:=L-1;
        s:=X[L];

        {поиск i}

        While (i>1)and(X[i-1]<=X[i]) do 
           Begin 
              s:=s+X[i];
              dec(i) 
          End;

        Inc(X[i]);

        L:=i+s-1;

        For j:=i+1 to L do X[j]:=1

    End;

    Begin

      Write('N=');
      Readln(N);

      L:=N; 
      For i:=1 to L do X[i]:=1;

      For i:=1 to L do Write(X[i]);
      Writeln;

      Repeat

        Next(X,L);

        For i:=1 to L do Write(X[i]);
        Writeln

      Until L=1;

 End.

4.6 Скобочные последовательности

Последовательность из 2*N скобок является правильной, если для любого значения i(1<=i<=2*N) число открывающих скобок больше или равно числу закрывающих скобок и общее число ‘(‘ равно числу ‘)’.
Задача 1. Генерация последовательностей
Решение: Рассмотрим генерирование правильных скобочных последовательностей для случая N=4:
	0
	()()()()
	7
	(()())()

	1
	()()(())
	8
	(()()())

	2
	()(())()
	9
	(()(()))

	3
	()(()())
	10
	((()))()

	4
	()((()))
	11
	((())())

	5
	(())()()
	12
	((()()))

	6
	(())(())
	13
	(((())))


rocedure NextSkobPosl; 

Var I,j,с:integer;

Begin
 I:=N*2; 
{просматриваем строку справа налево до первой комбинации скобок типа «)(« (если текущая последовательность- не последняя)}

While(i>1)and(a[i-1]+a[i]<>’)(‘)do
   i:=i-1;                             {поиск комбинации ‘)(‘}

a[i-1]:=’(’;a[i]:=’)’;a:=copy(a,1,i);

с:=0; {подсчёт разности числа открывающих и числа закрывающих скобок}

For j:=1 to i do if a[j]=’(‘ then с:=с+1 else с:=с-1;
While с<>0 do 
   Begin           {дополнение подпоследовательности закрывающими скобками}

      a:=a+’)’;с:=с-1;

  End;

  While Length(a)<2*N do a:=a+’()’;

End;

Задача 2. Подсчет количества правильных скобочных последовательностей

Частично правильная скобочная последовательность – если для любой позиции в последовательности число ‘(‘>= числу ‘)’.
	
	-1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	0
	2
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	4
	0
	2
	0
	3
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	5
	0
	0
	5
	0
	4
	0
	1
	0
	0
	0

	6
	0
	5
	0
	9
	0
	5
	0
	1
	0
	0

	7
	0
	0
	14
	0
	14
	0
	6
	0
	1
	0

	8
	0
	14
	0
	28
	0
	20
	0
	7
	0
	1


Решение: № строки - число скобок в последовательности

№ столбца – разность между числом ‘(‘ и ‘)’

KPSP[i,j] равно количеству частичных правильных последовательностей из i скобок, причем, разность между числом ‘(‘ и ‘)’=j. На диагонали таблицы записаны 1, число последовательностей, состоящих из одних открывающих скобок (а они попадают под определение ЧПП): KPSP[I,j]=0, если i и j – числа разной чётности: {KPSP[3,1]=2:((),()(; KPSP[4,2]=3:(((),(()(,()((; KPSP[4,0]=2:()(),(())}. Ответ: KPSP[2*N,0].

Процедура формирования таблицы значений KPSP:

Procedure KolPSP;

Var I,j:integer;

Begin

 KPSP[0,0]:=1; 
 For i:=1 to n-1 do

   For j:=0 to n do 
      KPSP[i,j]:=KPSP[i-1,j-1]+KPSP[i-1,j+1];

End;

Функция определения частично правильных последовательностей из массива KPSP:

Function KCPSP(N,Up:Longint):Longint;

Begin

 If (N<0)or(Up<0) then 
    KCPSP:=0

    Else   
       If (N>Nmax)or(Up>Nmax)then 
          KCPSP:=MaxLongInt
         Else 
            KCPSP:=KPSP[N,Up];

End;

Задача 3. Вычисление последовательности по номеру
Procedure PSPByNom(L:Longint);

Var I,Up:integer;P:Longint;

Begin

   A:=’’;Up:=0;

   For i:=1 to N*2 do 
 Begin  
   P:=KCPSP(N*2-I,Up-1);

   If (L>=P) then 
      Begin 
         a:=a+’(‘;
         Inc(Up);
         L:=L-P; 
      End  
         Else 
            Begin 
              Dec(Up);
              a:=a+’)’;
            End;

   End;

End;

Задача 4. Нахождение номера по последовательности
Function NumByPSP:Longint;

Var s:Longint;I,Up:Integer;

Begin

S:=1;Up:=0;

For i:=1 to N*2 do

 If a[i]=’(‘ then 
    Begin 
       s:=s+KCPSP(N*2-I,Up-1);
       Inc(Up);
    End  
    Else Dec(Up);

NumByPSP:=s;

End;

Задания для самостоятельной работы
Задача 1. Следующее слово (II этап республиканской олимпиады 2004-2005гг).

Задаётся слово, длина которого не превышает 80 символов, например, GOTO. Из всех его букв составляются все возможные другие слова, может быть, бессмысленные, например, GOOT, GOTO, GTOO, …, TOOG. Каждая буква входит в образованное слово ровно столько раз, сколько раз она встречается в исходном слове. 

Требуется написать программу, которая по заданному слову строит непосредственно следующее за ним по алфавиту слово в соответствии с описанным правилом.

Входной файл содержит одно слово, состоящее из заглавных английских букв.

Выходной файл должен содержать одно слово, непосредственно следующее в алфавитном порядке за данным. Если нужного слова найти не удаётся, то необходимо в выходной файл вывести фразу «no words».
 Примеры

	 words.in
	words.out

	APAQ
	APQA

	Z
	no words


Задача 2. Найдите сумму всех n-значных чисел, которые можно записать с помощью цифр 1, 2 , 3…n, так чтобы в каждом числе все цифры были различны.

Задача 3. При загрузке моего компьютера нужно ввести пароль – сверхпростое число (такое натуральное число, при любой перестановке цифр которого оно остается простым). Определите, может ли введенное число быть паролем для моего компьютера. 

Указание:Усложните данную задачу: выведите на экран все сверхпростые числа из промежутка  [a,b].

Задача 4. В таблице NхN в каждой клетке расставлены числа.  Расставить в этих клетках  M ладей (athptq) так,  чтобы  они  друг друга не били и чтобы сумма чисел, ими закрываемых, была максимальной.

Задача 5. Задача о  производстве  красок. 

 Имеется  производственная  линия  для производства n красок разного цвета; обозначим эти краски номерами  1, 2…  n. Всю производственную линию будем считать одним процессором.  Будем  считать также, что одновременно процессор производит только  одну  краску,  поэтому краски  нужно  производить  в  некотором  порядке. Поскольку   производство циклическое,   то   краски   надо   производить   в   циклическом    порядке: j1, j2,..,jn ,j1. После окончания производства краски i  и  перед  началом производства краски j надо отмыть оборудование от краски i.  Для  этого требуется время C[i,j]. Требуется выбрать такой порядок производства краски, чтобы полное время производства n красок было минимальным.

Примечание: Задача коммивояжера и задача о минимизации  времени  переналадки  –  это одна задача, только варианты ее описаны разными словами.

Задача 6. По   заданному   n  (1<n<10)  определить  все  n - значные  числа, обладающие свойством: среднее арифметическое всех чисел, получающихся  из  исходного числа различными перестановками его цифр,  равно самому  числу.
Задача 7. Программист Сережа  хочет найти 7 различных букв латинского алфавита таких, что сумма их кодов равнялась бы 777. Далее он планирует составить из них 7-значный пароль на вход в свой компьютер. Сколько возможных комбинаций, удовлетворяющих условию задачи, Сережа сможет найти. 

Задача 8.  Доказать, что любое число можно представить в виде суммы нескольких различных членов последовательности Фибоначчи: 1, 2, 3, 5, 8, 13…

Указание: Занесем в массив все числа Фибоначчи от 1 до n (где  n – данное число). Далее сгенерируем все сочетания из n элементов по k, где k є [1..кол-во_чисел_фибоначчи] и найдем сумму соответствующих сочетанию элементов массива. Если сумма равна n, остановим поиск.

Задача 9.  Программисты (III этап республиканской  олимпиады 2005-2006гг)

В софтверной компании «Macrohard» работают N программистов. Некоторые из них дружат друг с другом. Недавно компания получила два заказа. Менеджер хочет разделить всех программистов на две команды так, чтобы в первой команде было K человек, а во второй - N-K человек. Однако из всех
возможных вариантов формирования команд менеджер хочет выбрать такой вариант, при котором сумма сплоченностей обеих команд максимальна. Сплоченностью команды называется количество пар участников этой команды, дружащих друг с другом. Ваша задача - помочь менеджеру найти требуемое разделение программистов на две команды (Костанайская областная олимпиада 2006 г)

Входные данные: Впервой строке входного файла задаются три числа N, K, M, разделенные одиночными пробелами, где  N общее число программистов, М - требуемое количество человек в первой команде, M - количество пар программистов, знакомых друг с другом (0 < K < N < 25, 0 < M < N*(N-1)/2. Каждая из следующих M строк содержит два различных числа, разделенные пробелом - номера двух программистов, дружащих друг с другом. Все программисты нумеруются от 1 до N. 

Выходные данные: Выходной файл должен содержать одну строку, состоящую из М чисел, каждое из которых задает номер программиста, попавшего в первую команду. Числа должны быть разделены пробелами. Если существует несколько решений данной задачи, то выведите любое из них.

Пример:

	input.txt
	output.txt

	5 3 3
	5 2 4

	1 3
	

	2 5
	

	5 4
	


Указание: Занесем номера программистов, дружащих между собой, в матрицу смежности и обозначим их цифрой 1, остальные элементы 0:

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

0 0 0 0 1
0 1 0 1 0

Так как в первой группе должно находиться k человек, то находим все возможные сочетания из n человек по k. Далее находим общую сплоченность, например, так:

Procedure splochennost;

Var i,j,fl,mn:Integer;

Begin
{находим сплоченность для первой группы:}
  kol:=0;

  For i:=1 To k-1 Do

   For j:=i+1 To k Do

    If ms[c[i],c[j]]=1 Then kol:=kol+1; 

{если какие-либо два программиста i и j, входящие в первую группу, знакомы (т.е. в матрице смежности ms[i,j]=1),  увеличиваем сплоченность (kol) на единицу}
  mn:=0;

{занесем в массив с1 номера программистов второй группы, т.е. те, которых нет в сочетании}
  For i:=1 To n Do

   Begin 
    fl:=0;

    For j:=1 To k Do  If i=c[j] Then fl:=1;

   If fl=0 Then 
     Begin 
        mn:=mn+1; 
        c1[mn]:=i 
     End;

  End;

     {находим сплоченность для второй группы}

  For i:=1 To mn-1 Do

   For j:=i+1 To mn Do

    If ms[c1[i],c1[j]]=1 Then kol:=kol+1;

{сравниваем  сплоченность данного сочетания (kol) с максимальной (max)}
  If kol>max Then  

   Begin For i:=1 To k Do m_max[i]:=c[i]; max:=kol End;

End; 

 Задача 11. Спуск
Маленькая фея уже закончила свое путешествие по Облачному королевству и теперь ей не терпится вернуться домой. Домой она спускается по многочисленным воздушным островкам, находящимся под Облачным королевством на расстоянии hi. Первоначально она может спуститься на расстояние не более чем на r. На каждом острове ей придется принять участие в бою с другой феей, где в награду за победу она может пополнить свои силы и увеличить длину прыжка либо потерять их, в случае поражения. Помогите фее максимально быстро спуститься домой.

Входные данные: Входной файл содержит количество островков – n, максимальное расстояние на которое фея первоначально может спуститься вниз r, расстояние от Облачного королевства до  дома. Далее идет информация о каждом острове: высота - hi, и  количество сил, полученных на острове - si (если  si≥0, длина прыжка r увеличивается, в противном случае, при si<0,  уменьшается).

Выходные данные: Первая строка содержит минимальное количество островов, которое необходимо посетить фее, чтобы добраться домой, вторая строка содержит номера этих островов.

Указание: Находим все сочетания из n элементов по k (где 1<=k<=n, 1<=n<=25). Как только найдено сочетание, удовлетворяющее условию задачи, останавливаем перебор. Так как перебор начинаем с k=1, то найденное сочетание и будет минимальным.

Задача 12. Домино

Берутся случайных N костяшек из одного набора домино (1<=N<=28).        

Образовать из этих N костяшек самую длинную цепочку, состыковывая их по правилам домино частями с равным количеством  точек.                                                                   

Входные данные: Входной файл с именем «D.IN» содержит информацию о наборе костяшек. 1-я строка - количество костяшек,  следующие строки - парные наборы точек (числа разделены пробелом). В каждой строке записана пара точек, указанной на одной костяшке. Количество пар соответствует числу из первой строки.  

Выходные данные: результаты работы программы записываются в файл «D.OUT».

 1-я строка содержит длину максимальной цепочки костяшек. 2-я строка  содержит пример такой цепочки, при этом пары (цифры) на костяшках  записываются без пробелов, подряд, а между костяшками в цепочке ставится  двоеточие.                                                               

 Пример входного файла:         Содержимое выходного файла:         

 5                    5                               

 1 2                  56:62:21:13:36                  

 1 3                                                                      

 2 6                                                                      

 3 6                                                                      

 5 6    

Указание: Задача решается перебором всех размещений (аналогично задаче «Города»). В процедуре Proverka проверяем, подходит ли данное размещение костяшек и, если соседние фишки стоят в порядке 4:2  5:2,  разворачиваем 5:2 на 2:5, аналогично, если соседние костяшки 4:2 и 5:4, то разворачиваем обе костяшки, например, так:

Procedure Proverka(Var pr:Byte);

Var j,x:Integer;

 Begin 
   pr:=0;

     For  j:=1 To k-1 Do 
        Begin

          If (k_l[p[j]]=k_p[p[j+1]]) Then

             Begin 
                x:=k_l[p[j]];
                k_l[p[j]]:=k_p[p[j]];
                k_p[p[j]]:=x;

                x:=k_l[p[j+1]];
                k_l[p[j+1]]:=k_p[p[j+1]];
                k_p[p[j+1]]:=x

             End

               Else

                If (k_l[p[j]]=k_l[p[j+1]])  Then

                   Begin 
                      x:=k_l[p[j]];
                      k_l[p[j]]:=k_p[p[j]];
                      k_p[p[j]]:=x;

                   End  
                 Else

               If (k_p[p[j]]=k_p[p[j+1]]) Then

             Begin  
                x:=k_l[p[j+1]];
                k_l[p[j+1]]:=k_p[p[j+1]]; 
                k_p[p[j+1]]:=x;

            End;

   End;

         Теперь проверяем, все ли костяшки стоят в нужном порядке:

    For j:=1 To k-1 Do 
     If k_p[p[j]]<>k_l[p[j+1]] Then pr:=1;

End;
Задача  13.  Клеточки   (III этап республиканской олимпиады 2003-2004гг)
Квадратное поле поделено на NxN клеток. Каждая клетка может находиться в одном из двух состояний: 0 или 1. В определённых интервалах, называемых генерациями, все клетки меняют своё состояние одновременно, в зависимости от того, в каком состоянии они и их соседи были в предыдущей генерации. Внутренние клетки имеют по 4 соседа, угловые имеют по 2 соседа, а все остальные по 3. Один из возможных путей изменения состояния клеток – это посмотреть на сумму его состояния и состояния соседних клеток. Эта сумма будет принимать значение в отрезке [0;1]. В данном случае правило обновления клеток может быть закодировано 6 битами. Например, правило 0 0 1 0 0 1 означает, что новое состояние каждой клетки равно:

· 0 - если сумма была равна 5,

· 0 - если сумма была равна 4,

· 1 – если сумма была равна 3,

· 0 – если сумма была равна 2,

· 0 – если сумма была равна 1,

· 1 – если сумма была равна 0,

где под суммой подразумевается сумма «старых» состояний клеток и их соседей. Мы можем использовать бинарный код для уникального определения правила.  6-ти битное число a b c d e f соответствует десятичному числу, равному 
(a x 32) + (b x 16) + (c x 8) + (d x 4) + (e x 2) + f. Вышеописанное правило (001001) соответствует числу 9.

Например, если N=4, мы можем иметь начальные сотояния

1111

1111

1111

1111

По правилу 9 после одной генерации состояния будут:

1001

0000

0000

1001

После второй генерации

0000

0110

0110

0000

Имея размер n, количество генераций g, начальное состояние s и конечное состояние e, вы должны определить правило с минимальным соответствующим десятичным числом, которое генерирует конечное состояние e из начального состояния s ровно после g генераций.

Первая строка входного файла состоит из 2-х целых чисел – n и g, определяющих размер поля и количество генераций. Каждая из следующих  n строк состоит из n цифр, каждая из которых либо 0, либо 1. Эти n строк определяют начальное состояние s. Следующая строка пустая. Следующие n строк определяют конечное состояние e. Оно представлено в том же виде, что и начальное состояние.

Выходной файл должен состоять только из одного целого числа, которое определяет минимальное десятичное число, которое соответствует правилу, генерирующему e из s ровно через g генераций.

Пример
CELLURAR.in


CELLURAR.out
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1111

1111

1111

1111

0000

0110

0110

0000

Технические ограничения: N<=30,   G<=50. 
Задача 14. Каждая клетка шахматного поля помечена натуральным числом. Расставить в этом поле 8 ладей так, чтобы они не били друг друга, и сумма чисел в занимаемых ими клетках была наименьшей.

Задача 15. Дан комплект (всего 28 штук) домино (0,0), (0,1),…,(6,6). Для заданных натуральных чисел SUM и N вывести на экран правильную раскладку из N костей так, чтобы их сумма была равна SUM. Если раскладка невозможна, то вывести соответствующее сообщение. Пример: SUM=20, N=4 – (0,0), (1,1), (1,6), (6,5);  SUM=5, N=4 – раскладка невозможна. 

5    Алгоритмы на графах
Практически ни одна олимпиада городского (и, тем более, выше) уровня не обходится без использования какого-либо алгоритма на графах. 

Основными алгоритмами на графах являются:

· перебор вершин графа поиск в ширину («волновой метод» или метод заливки, перебор с возвратом или «метод проб и ошибок»);

· алгоритм Дейкстры для поиска кратчайших путей в графе из заданной вершины во все остальные;

· алгоритм Флойда для поиска кратчайших путей в графе между всеми парами вершин и другие.

Появление теории графов как математической дисциплины, все единодушно относят к 1736 году, когда Л. Эйлер (1707 – 1782, российский математик, швейцарец по происхождению, академик Петербургской и Берлинской академий наук), решил широко известную в то время задачу о Кёнигсбергских (ныне Калининград) мостах. Этот результат более ста лет оставался единственным в теории графов.

Интерес к проблемам теории графов возродился около середины прошлого столетия и был сосредоточен главным образом в Англии. Имелось много причин для такого оживления изучения графов. Естественные науки оказали свое влияние на это благодаря исследованиям электрических сетей, моделей кристаллов и структур молекул. В настоящее время эта теория широко развита и успешно применяется.

Графами можно изображать, например, схемы дорог, коммуникаций, электрических цепей, молекулы химических соединений, связи между людьми и группами людей. В терминах теории графов формулируется большинство задач, связанных с дискретными объектами. Такие задачи возникают при проектировании интегральных схем и схем управления, блок-схем программ, в экономике, статистике, биологии, теории расписаний, дискретной оптимизации и других областях.
5.1 Способы представления графов
Граф представляет собой непустое множество точек и множество отрезков, оба конца которых принадлежат заданному множеству точек. Вершины называют еще точками или узлами, а пары вершин ребрами или дугами, или линиями. Ребро может иметь направление от вершины А к вершине В или наоборот; в этом случае такие ребра называют направленной дугой. Вершина А называется начальной вершиной, а В – конечной вершиной ребра. Вершины обозначают прописными буквами или цифрами. Вершины, которые не принадлежат ни одному ребру, называются изолированными. 

Рассмотрим задачу о Кенигсбергских мостах. Город располагался на берегах реки Прегель (Преголи) и двух островах реки. Различные части города были соединены семью мостами. План расположения мостов в Кенигсберге приведен на рисунке 5.1.1. По воскресеньям горожане совершали прогулки по городу. Задача состоит в том, чтобы пройти каждый мост по одному разу и не вернуться в исходную точку. 
[image: image44.emf]
Рисунок 5.1.1

Для доказательства того, что задача не имеет решения, Эйлер обозначил каждую часть суши точкой (вершиной), а каждый мост – линией (ребром), соединяющей соответствующие участки суши. Получился граф (рисунок 5.1.2), в котором вершины отмечены теми же буквами, что и четыре части суши на рисунке  5.1.1 
[image: image45.emf]          С                               

          А                                                          D                                                                                                                                                                                                       

         В                

Рисунок  5.1.2
Задача состояла в следующем: найти маршрут прохождения всех четырех частей суши (А, В, С, D), который начинался бы на любой из них, заканчивался бы на той же части суши и ровно один раз проходил по каждому мосту. Эйлер доказал, что этот граф не представляет собой единого цикла; иными словами,  с какой бы вершины мы ни начинали обход, мы не сможем обойти весь граф и вернуться обратно, не проходя никакого ребра дважды. Ведь если бы такой цикл существовал, то в каждой вершине графа было бы столько же входящих в нее ребер, сколько и выходящих из нее, т.е. в каждой вершине графа было бы четное число ребер, однако, это условие не выполнено для графа, представляющего карту Кенигсберга. Эйлер нашел в обобщенном виде критерий существования такого маршрута в графе.
Классическим способом представления графов служит матрица инцидентности. Это матрица А с n строками, соответствующими вершинам, и m столбцами, соответствующими ребрам. Для ориентированного графа столбец, соответствующий дуге <x, y>(Е, содержит (-1) в строке, соответствующей вершине х, (1) в строке, соответствующей вершине у, и нули во всех остальных строках (петлю удобно представлять иным значением в строке х, например, 2). В случае неориентированного графа столбец, соответствующий ребру {х, у}, содержит 1 в строках, соответствующих х и у, и нули в остальных строках. С алгоритмической точки зрения матрица инциденций является не очень удачным представлением графа: во-первых, он требует n*m ячеек памяти, причем, большинство этих ячеек вообще занято нулями. Неудобен также доступ к информации. Ответ на элементарные вопросы требует в худшем случае перебора всех столбцов матрицы, а следовательно, m шагов.
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	<1,2>
	<1,3>
	<3,2>
	<3,4>
	<5,4>
	<5,6>
	<6,5>

	1
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	1
	-1
	-1
	0
	0
	0

	4
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0

	5
	0
	0
	0
	0
	-1
	-1
	1

	6
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	-1


Рисунок 5.1.3.Ориентированный граф и его матрица инцидентности.
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	{1,2}
	{1,3}
	{1,5}
	{2,3}
	{2,5}
	{3,4}
	{4,5}
	{4,6}
	[image: image51.png]


{5,6}

	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	4
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0

	5
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	6
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1


Рисунок  5.1.4 Неориентированный граф и его матрица инцидентности.

Более удобным способом представления графа является матрица смежности, определяемая как матрица размера n*n, где bij =1, если существует ребро, ведущее из вершины х в вершину у, и bij=0 в противном случае. Так как в неориентированном графе ребро {х, у} идет как от х к у, так и от у к х, то матрица смежности такого графа всегда является симметричной. Основным преимуществом матрицы смежности является тот факт, что за один шаг можно получить ответ на вопрос типа «существует ли ребро из х в у?». Недостатком же является тот факт, что независимо от числа ребер объем занятой памяти составляет n2 .
Часто требуется найти в графе вершины, обладающие определенными свойствами. Для этого требуется обойти граф, то есть просмотреть все его вершины. Поэтому алгоритмы обхода графа часто называют алгоритмами поиска или просмотра.
5.2 Алгоритмы обработки вершин графа

Задача 1. Составить программу просмотра всех вершин графа, используя метод поиска «в глубину».
Примечание: Метод, называемый поиском в глубину (перебор с возвратом) в графе стал одной из основных методик проектирования графовых алгоритмов. 

Просмотр вершин графа начинается с некоторой вершины u. Выбирается вершина v, смежная с u. Процесс повторяется с вершины v. Если на очередном шаге нет вершин, смежных с u и не просмотренных ранее (новых), то возвращаемся из вершины u к вершине, из которой мы попали в u. Если просмотрены все вершины графа (возвратились к первой вершине по стеку), просмотр закончен. 

Решение: Пусть граф описан матрицей смежности А. Просмотр начинается с первой вершины. На рисунке 5.1.5 приведен исходный граф, а на рисунке 5.1.6 у вершин в скобках указана та очередность, в которой вершины графа просматривались в процессе поиска в глубину.
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                     Рисунок 5.1.5                                Рисунок 5.1.6

Входной файл имеет вид:

  N

  A[1,1] A[1,2] ... A[1,N]   

  A[2,1] A[2,2] ... A[2,N]

        .   .   .

  A[N,1] A[N,2] ... A[N,N]}

Var log:Array[1..20] of Boolean;i,j,yk,n:Integer;

    f:Text;r:Char;s:String;
    a:Array[1..20,1..20]of Integer;

{Рекурсивная процедура поиска в глубину}

Procedure pg(v:Byte);

Var v:Byte;

Begin {Вывод посещенной вершины}
    Write(u,’ ’);

    log[u]:=False;  {Вершина посещена}
    For v:=1 To n Do

    If (a[u,v]=1) and log[v] Then pg(v);

End;

Begin {считывание данных из файла  и заполнение матрицы смежности}
    Assign(f,’glub.in’);Reset(f);Readln(f,n);

    For i:=1 To n Do

     For j:=1 To n Do Read(f,a[i,j]);

          {метим все вершины как не посещенные}

      FillChar(log,sizeof(log),True);

      k:=0; {счетчик компонент связности}
      For i:=1 To n Do

       If log[i] Then Begin Inc(yk);pg(i);End;

  Writeln(k)

End.

В силу важности данного алгоритма рассмотрим его нерекурсивную реализацию. Глобальные массивы прежние: Sm – матрица смежности, log - массив признаков вершин (новая/просмотренная). Номера просмотренных вершин запоминаются в стеке St (реализация через массив), yk – указатель стека. 

Procedure PG1(v:Integer);  
Var St:Array[1..N] of Integer; 

    yk:Integer;t,j:Integer;
    flag:Boolean;

Begin 

  FillChar(St,sizeof(St),0); 
  yk:=0;

  Inc(yk);
  St[yk]:=u1; 
  log[u1]:=False;

  While yk<>0 do

   Begin 

     u:=St[yk];                              {выбор вершины из стека}
     v:=0; flag:=false;

     Repeat

        v:=v+1;

        If (Sm[u,v]=1) and log[v]

        Then 
           flag:=True 
             Else Inc(v);

    Until flag or (v>=N);

{найдена новая вершина или все вершины, связанные с данной, просмотрены}
  If flag Then

    Begin

     Inc(yk);St[yk]:=v;   {добавляем вершину в стек}
     log[v]:=False;       {помечаем её как посещённую}
    End
      Else Dec(yk);       {извлекаем вершину из стека}
  End;

End;                                                                  

Задача 2. Составить программу перебора вершин графа, используя метод перебора «в ширину».
Примечание: Поиск в ширину, грубо говоря, основывается на замене стека очередью. После такой модификации чем раньше посещается вершина (помещается в очередь), тем раньше она используется (удаляется из очереди). Использование вершины происходит с помощью просмотра сразу всех еще не просмотренных соседей этой вершины. На каждом шаге из начала очереди извлекается один элемент, а в конец добавляются все связанные с ним вершины, еще не находящиеся в очереди. Поэтому элементы метятся как обработанные в момент попадания в очередь, а не извлечения из нее. 
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                         Рисунок 5.1.7


                    Рисунок 5.1.8
Решение: используем массив og для хранения просмотренных вершин. 

Var log: Array[1..20] of Boolean; 
     u,v,n:Integer;

     f:Text; 
     Sm:Array[1..20,1..20] of Integer;

{Процедура поиска в ширину}
Procedure PW(v:Integer);

Var og:Array[1..20] of 0..20;    {очередь}
    yk1,yk2:Integer;           {указатели очереди yk1-чтение, yk2-запись}
    u:Integer;

Begin 
   FillChar(og,sizeof(og),0);

   og[1]:=v;log[v]:=False;

   yk1:=1; {указатель на начало очереди}
   yk2:=1; {указатель на конец очереди}
   While yk1<=yk2 Do {пока очередь не исчерпана}

     Begin

       {обработать первую в очереди вершину}
        Write(og[yk1],’ ’);

        u:=og[yk1];

        For v:=1 To n Do

           If (Sm[u,v]=1) and log[v] Then

                     {добавляем вершину v в очередь и помечаем её как посещённую}
           Begin

             log[v]:=False; 
             yk2:=yk2+1; 
             og[yk2]:=v;

           End;

        End;

End;

Begin 
       {считывание данных из файла и заполнение матрицы смежности}
        …

                { метим все вершины как не посещенные}
   FillChar(log,sizeof(log),True); 
   pw(1);

   For i:=1 To yk1 Do Write(og[i],’ ’); {просмотр очереди}
  End.

Примечание: Оба вида поиска в графе – в глубину и в ширину могут быть использованы для нахождения пути между фиксированными вершинами u1 и v1. Достаточно начать поиск в вершине u1 и вести его до момента посещения вершины v1. Преимуществом поиска в глубину является тот факт, что в момент посещения вершины v стек содержит последовательность вершин, определяющую путь из u  в v. Однако недостатком поиска в глубину является то, что полученный таким образом в общем случае не будет кратчайшим путем из u  в v. Поиск в ширину дает кратчайший путь, но для его нахождения требуется модифицировать процедуру PW. Необходимо завести одномерный массив для запоминания номеров вершин, из которых мы попадаем в текущую (номера предков вершин). При обработке вершины u, если найдена вершина v, смежная с u и непосещённая  ещё, занося вершину v в очередь, запоминаем предка этой вершины: 
predok[v]:=u; 

{восстановление пути из очереди}
v:=v1;

Repeat

  Write(v,’ ’);
  v:=predok[v];

Until v=0; 

Задача  3. Составить программу построения матрицы достижимости графа.
Примечание: В ориентированном графе путь можно определить как последовательность дуг, в которой конечная вершина всякой дуги, отличной от последней, является начальной вершиной следующей. 

Простой путь – это путь, в котором каждая дуга используется не более одного раза.

Элементарный путь – это путь, в котором каждая вершина используется не более одного раза.

Если существует путь из вершины u в вершину v, то говорят, что v достижима из u. Матрица достижимости D определяется следующим образом:  

D[u,v] =1, если вершина v достижима из u и 0 -  в противном случае. 
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Множество D(u) – это множество таких вершин графа G, каждая из которых может быть достигнута из вершины u. 
Рисунок 5.1.9
Var i,n,j:Integer; f:Text; 
    Sm,Dost:Array[1..20,1..20] of Integer;

Procedure Reach;  {матрица Dost - глобальная переменная}
Var  S,T:Set of 1..20; u,v,l:Integer;

Begin FillChar(Dost,SizeOf(Dost),0);

   For u:=1 To n Do

     Begin

                  {ищем вершины, достижимые из вершины с номером u}
        T:=[u];

        Repeat

          S:=T;

          For l:=1 To n Do

           If l in s Then

            For v:=1 To n Do

             If Sm[l,v]=1 Then T:=T+[v];

        Until S=T;

{если Т не изменилось, то найдены все вершины графа, достижимые из u}
        For v:=1 To n Do

          If v in T Then Dost[u,v]:=1;

     End;

End;

Begin {считывание данных из файла  и заполнение матрицы смежности}
      …

  Reach;

  For i:=1 To n Do Begin

  For j:=1 To n Do Write(Dost[i,j]:2); Writeln; End;

End.

Задания. 

1. Привести пример графа. «Вручную» найти матрицы Sm, Dost.

2. Разработать программы нахождения матриц Sm и Dost при различных способах описания графа. Ввод описания графа производить из файла. 

3. При построении матриц Sm и Dost не накладывалось никаких ограничений на длины путей. Предположим, что вводится ограничение на длину пути – некоторое число L. Рассмотреть задачу нахождения матриц Sm и Dost при этом ограничении. Разработать программу.

Пример 1.  Реализация алгоритмов перебора вершин графа в форме процедур.
Type mas=Array [1..10,1..10] of Integer;

Var n,b,c,d,i,j: LongInt; m: mas; 

    st,log,och,put:Array [1..100] of Integer;

    p,t:String; f:Text;

Procedure glub(Var m:mas); 

Var u,v,yk:Integer;

Begin

  st[1]:=1;u:=1;v:=1;yk:=1;

Repeat

  v:=v+1;

  If (m[u,v]=1) and (log[v]=0) Then Begin

    log[v]:=1;yk:=yk+1;st[yk]:=v;u:=v;v:=1;

  End;

  If v=n Then 

    Begin st[yk]:=0;yk:=yk-1;u:=st[yk];v:=1; End;

Until st[yk]=n;

For v:=1 To yk Do Write(st[v]:3); Writeln; Writeln;

End;

Procedure Shir(Var sm: mas); 

Var u,v,a,g,z:Integer;

Begin

 yk:=1;och[1]:=u1;g:=1;log[u1]:=1;

Repeat

 For v:=1 To n Do Begin

  If (sm[u,v]=1) and (log[v]=0) Then 

   Begin predok[v]:=u;yk:=yk+1;och[yk]:=v;log[v]:=1;

   End;End;

  If v=n+1 Then Begin g:=g+1;u:=och[g];v:=1;End;

Until g=n;

z:=n; p:=’’;  {формирование пути в строковой переменной p}

While z>=1 Do

Begin

 Str(z,t); p:=t+’ ’+p; z:=put[z];

End;

Writeln; 

Writeln (p);

End;

Пример 2.  Рекурсивный перебор всех путей между двумя вершинами графа.
Var i,j,u1,v1,n,yk,k:Byte;   

    log:Array[1..100]of Byte; 

    a:Array[1..100,1..100]of Byte; 

    st:Array[1..100]of Byte; s:String;

Procedure print; {выводит очередной найденный путь}

Var j:Integer;

Begin 
   k:=k+1; Write(k,’: ’); 

   For j:=1 To yk Do Write(st[j],’ ’);
   Writeln; 

  {вывод очередного пути на экран или в файл}
End;

Procedure Perebor;

Var u,v:Byte;

Begin

  If (st[yk]<>v1)Then

   Begin For v:=1 To n Do

         Begin u:=st[yk];

            If (a[u,v]=1)and(log[v]=0)Then

              Begin 
                 yk:=yk+1;
                 st[yk]:=v;
                 log[v]:=1;
                 perebor;

                 st[yk]:=0;
                 yk:=yk-1;
                 log[v]:=0

              End;

         End;

   End

   Else print;

End;

Begin   
      { … считывание входных данных }
       log[u1]:=1;yk:=1;st[yk]:=u1;k:=0;
       Perebor;

 End.

Пример 3. GAME. В некоторой игре одно двузначное число можно заменить на другое по следующему правилу: любая из двух цифр исходного числа заменяется на сумму или разность его цифр (в случае разности из большей цифры вычитается меньшая). Для двузначных чисел a и b построить последовательность чисел минимальной длины, начинающуюся с числа a, заканчивающуюся числом b, а каждое следующее число в цепочке можно получить из предыдущего по указанному выше правилу или определить, что это сделать невозможно.     
(II этап республиканской олимпиады 2003-2004гг)

Входные данные: Единственная строка входного файла состоит из двух двузначных чисел a и b.

Выходные данные: Вывести в выходной файл слово «Impossible» (без кавычек) в случае, если построить цепочку невозможно. Если цепочку построить возможно, то в выходной файл необходимо вывести цепочку – каждое число в отдельной строке.

Пример:

Game.in
12 31

Game.out
12

32

31
Указание: Один из вариантов решения задачи: построение графовой модели и применение метода просмотра вершин графа в ширину – даёт цепочку чисел минимальной длины.  

Var a:Array[10..99,10..99]of Integer;          k,l,s1,s2,s3,s4,n,e,d,u1,v1,u,v,yk1,yk2:Integer;

       st:Array[0..100]of Integer;f:Text; 

       log,predok:Array[10..99] of Integer;    

       ocher:Array[1..99] of Integer; 
       min,s,g:String;

Begin    Assign(f,’Game.in’);Reset(f);Readln(f,u1,v1);Close(f);

  For k:=10 To 99 Do   

      { формируем матрицу смежности для чисел от 10..99 }
      Begin e:=i Mod 10; d:=i Div 10;

            l:=Abs(e-d);

            If e+d<10 Then

                  Begin s1:=(e+d)*10+e;s2:=d*10+(e+d);

                        If i<> s1 Then a[i,s1]:=1;

                        If i<> s2 Then a[i,s2]:=1;

                  End;

             If l>0 Then  

                   Begin s3:=l*10+e;s4:=d*10+l;

                         If i<> s3 Then a[i,s3]:=1;

                         If i<> s4 Then a[i,s4]:=1;

                   End;

      End;    {используем метод просмотра вершин графа в ширину}
 u:=u1;
 yk1:=1;
 yk2:=1;
 ocher[yk1]:=u1;
 log[u]:=1;
 predok[u]:=0;

 While yk1<=yk2 Do

        Begin

           u:=oger[yk1];

           For v:=10 To 99 Do

            If (a[u,v]=1)and(log[v]=0)Then

             Begin 
                yk2:=yk2+1;
                ocher[yk2]:=v;         
                log[v]:=1;
                predok[v]:=u 

             End;

            yk1:=yk1+1;

        End;

       k:=v1;
       yk1:=0; {формирование и вывод пути из очереди}
       Assign(f,’Game.out’);Rewrite(f);

        While predok[k]>0 Do

          Begin 
            yk1:=yk1+1;
            st[yk1]:=k;
            k:=predok[k];
          End;     

        If yk1<2 Then Writeln(f,’Impossible’)

          Else

            Begin 

              Writeln(k);

              For i:=yk1 DownTo 1 Do Writeln(f,k);

            End;

   Close(f);

End.

5.3 Кратчайшие пути в графе

5.3 1.  Алгоритм Дейкстры
Постановка задачи: При решении  олимпиадных задач часто приходится находить кратчайшие пути между двумя фиксированными вершинами. Например, вершины могут соответствовать городам, а каждая дуга – некоторому пути, длина которого представлена весом дуги. Мы ищем затем кратчайшие пути между городами. Вес дуги также может соответствовать стоимости (или времени) передачи информации между вершинами. В таком случае мы ищем самый дешевый (или самый скорый) путь передачи информации.

При решении задач, в которых необходимо найти кратчайший путь, задача разбивается на две подзадачи: поиск самого пути и поиск веса кратчайшего пути. Неизвестны алгоритмы, определяющие только кратчайшее расстояние между фиксированными вершинами, все известные алгоритмы определяют вес пути  от фиксированной вершины до всех вершин графа, затем между ними выбирается наименьшее.

В случае неотрицательного веса дуги графа при нахождении кратчайших путей применяется алгоритм Дейкстры. В данном алгоритме, во-первых, формируется множество вершин Т, оценка пути до которых еще не вычислена, и, во-вторых, минимальное значение в массиве D по множеству вершин, принадлежащих Т, считается окончательной оценкой для вершины, на которой достигается этот минимум. 
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	D[1]
	D[2]
	D[3]
	D[4]
	D[5]
	D[6]

	0
	1
	(
	(
	(
	(

	0
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	6
	3
	(
	8

	0
	1
	4
	3
	7
	8

	0
	1
	4
	3
	7
	5

	0
	1
	4
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1   В цикле от 1 до n:

   1.1 заполнить нулями массив Prosm (массив признаков просмотра вершин графа)

   1.2 занести стартовую вершину u1 в массив predok
   1.3 перенести u1-ю строку матрицы расстояний (А) в массив D
2  Среди неотмеченных вершин(Prosm[v]=0) найти вершину с минимальным значением d[k]. Отметить эту вершину как просмотренную prosm[k]=1. Переопределить расстояния всех неотмеченных вершин v: если   d[v]>d[k]+A[k,v], то d[v]=d[k]+A[k,v], predok[v]=k (запоминаем предка вершины)

3  Определить, все ли вершины отмечены, если нет, то перейти к пункту 2. Если же все вершины отмечены, то длина пути равна d[v].
4   Выдать кратчайший путь d[v] и номера вершин графа, составляющие путь:

4.1 z=predok[v]


4.2  выдать z

4.3  z=predok[z], если z=0, то завершение работы, иначе –  к п.4.2

Log[1..n] – массив признаков вершин (просмотренные вершины помечаем 1)

D – текущие кратчайшие расстояния от исходной до текущей вершины

Predok – массив для хранения номеров вершин-источников (предков)

Procedure Dikstra;

Var u,v,min:Integer;prosm:Array[1..100]of Byte;

Begin

 For v:=1 to N do

  Begin 
    {для всех вершин считаем предком вершину u1}

     predok[v]:=u1;
     prosm[v]:=0;
     D[v]:=A[u1,v]

  End;

 prosm[u1]:=1;      {пока мы знаем только расстояние}
 predok[u1]:=0;   {от вершины u1 до нее же, равное 0}

 For u:=1 To n-1 Do

   Begin

      min:=maxint; {бесконечность}
      For v:=1 To n Do

       If (D[v]<min)and(log[v]=0) Then      {находим минимальное}

          Begin 
            min:=D[v];k:=v;End;  {расстояние до непомеченных вершин}
             prosm[k]:=1;         {вершина k помечается просмотренной }
             For v:=1 To n Do              { выполняем просмотр}
              If (prosm[v]=0)and(D[v]>D[k]+A[k,v])Then

  {т.е. если для вершины v еще не найдено  кратчайшее  расстояние от u1, и из вершины k по дуге A[k,v] путь в v короче, чем найденный ранее}
                  Begin 
                   D[v]:=D[k]+A[k,v]; {то запоминаем его}
                     predok[v]:=k;

             End;

  End;

Begin
  {…считывание исходных данных из входного файла}
  Dikstra;

  For i:=1 To n Do Write(D[i],’ ’);

    {вывод массива оценок кратчайших путей на экран}
  Z:=v1;   {вывод пути между вершинами v1 и u1}

  Writeln;

  Repeat

    Write(z,’ ’);
    z:=predok[z];

  Until z=0;

End.

Указание: Для просмотра пошагового выполнения алгоритма можно в процедуре Dikstra ввести параметры: 

Procedure Dikstra(Var log,d,predok:mas);

{для пошагового вывода промежуточных значений массивов}
5.3. 2. Алгоритм Флойда
Постановка задачи: Если в задаче необходимо найти кратчайшие пути между каждой из пар вершин,  можно воспользоваться алгоритмом Флойда. Пусть в элементе матрицы A[i,j] хранится длина кратчайшего пути из вершины i в вершину j, который проходит через некотрые вершины с номерами, не превосходящими k-1. Если же длины пути из вершины i в вершину k и пути из вершины k в вершину j таковы, что их сумма меньше, чем значение данного элемента матрицы, то его следует переопределить.  

Если же нам требуется найти сам кратчайший путь, а не его длину, то при каждом улучшении пути между двумя вершинами мы в соответствующем элементе вспомогательного массива будем запоминать номер той вершины, через который путь проходит, а затем с помощью рекурсивной процедуры будем его печатать. Идея рекурсии заключается в том, что если мы знаем, что кратчайший путь от вершины i до вершины j проходит через вершину k, то мы можем обратиться к той же самой процедуре с частями пути от i до k и от k до j. Рекурсивный спуск заканчивается, когда на кратчайшем пути между двумя вершинами не окажется промежуточных вершин.

Решение:

Var log:Array[1..100] of Integer;

    i,j,n,y,z,min,u1,v1:Integer;

    A,D,W:Array[1..20,1..20]of Integer;
    f:Text;

Procedure Floyd;              {процедура реализации алгоритма Флойда}

Var m,i,j:Integer;

Begin

  For i:=1 To n Do

   For j:=1 To n Do  
      If i<>j Then 
         D[i,j]:=A[i,j];

   For m:=1 To n Do

    For i:=1 To n Do

     For j:=1 To n Do

                 {основной цикл}
      If D[i,j]>D[i,m]+D[m,j] Then

          Begin 
             D[i,j]:=D[i,m]+D[m,j];
             W[i,j]:=m;
          End;

End;

Procedure Way(i,j:Integer); {процедура вывода пути}

Begin

  If w[i,j]=0 Then Write(’ ’,j)

    Else 
      Begin 
        Way(i,W[i,j]);
        Way(W[i,j],j);
      End;

End;

Begin
       {… считывание исходных данных}
   Floyd;

   For i:=1 To n Do 
     Begin

        For j:=1 To n do Write(D[i,j],' ');
        Writeln;
    End;

    Writeln(’кратчайшие пути между всеми вершинами:’);

    For i:=1 to n do

      For j:=1 to n do

        Begin

          Write(i);
          If i<>j 
             then Way(i,j);
          Writeln

     End;

End.

5.4 Алгоритмы поиска циклов в графе
К задачам на эйлеровы графы относятся головоломки, в которых требуется вычертить на плоскости одним росчерком замкнутые кривые, обводя каждый участок в точности один раз.

Исторически топология и теория графов зародилась при решении Эйлером задачи именно такого вида (задачи о Кёнигсбергских мостах). Задание по обведения рёбер удается выполнить для графов на рисунках 5.4.1 (а, д). Графы на рисунках 5.4.1 (в, б, г, е) нарисовать без отрыва карандаша от бумаги или, не проходя дважды по ребрам, не удастся. Какие свойства графов повлияли на это?
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                                                                  г)                           д)                    е)

   а)                 б)                        в)      
                                        Рисунок 5.4.1
Эйлеровым путём в графе называется путь, содержащий все рёбра графа. Эйлеровым циклом в графе называется цикл, содержащий все рёбра графа ровно по одному разу. Граф, обладающий эйлеровым циклом, называется эйлеровым графом.

Всякую замкнутую линию, если её можно начертить, не отрывая карандаша от бумаги, проходя при этом каждый участок в точности один раз, называют  уникурсальной.

Основные свойства эйлерова цикла:

1  Для того, чтобы граф имел эйлерову линию, он должен быть связным. Как и в задаче о кёнигсбергских мостах, ясно, что каждая эйлерова линия должна входить в каждую вершину и выходить из неё одно и то же число раз, то есть степени всех вершин графа должны быть чётными. Мы получили два необходимых условия для того, чтобы на графе имелась эйлерова линия: связность и чётность степеней всех его вершин. Эйлер доказал, что эти условия являются также и достаточными.

2   Если граф G обладает эйлеровым путём с концами А и В (А не совпадает с В), то граф G связный и А и В – единственные нечётные его вершины.

     Верно и обратное утверждение: Если граф G связный и А и В - единственные его нечётные вершины, то он обладает эйлеровым путём с концами А и В.

3  Если связный граф G имеет 2k нечётных вершин, то найдётся семейство из k путей, которые в совокупности содержат все ребра графа в точности по одному разу. 

     Эйлеровым графом может быть план выставки; это позволяет так расставить указатели маршрута, чтобы посетитель смог пройти по каждому залу по одному разу. 

 4  Если граф G - связный, то можно построить цикличный маршрут, содержащий все рёбра графа в точности два раза, по одному в каждом направлении. (Правило построения такого пути предложено французским математиком Тарри).

Задача 1. Пусть дан граф, удовлетворяющий условию теоремы. Требуется найти Эйлеров цикл. Используем просмотр графа методом поиска в глубину, при этом станем удалять пройденные ребра. Номера пройденных вершин станем запоминать. Пи обнаружении вершины, из которой не выходят ребра (мы их удалили), её номер записывается в стек и просмотр продолжается от предыдущей вершины. Процесс продолжается до тех пор, пока есть ребра. В стеке после этого будут записаны номера вершин графа в порядке, соответствующем Эйлерову циклу. 
{нерекурсивный вариант алгоритма}

1. Сделать stack1 и stack2 пустыми;

    u1 - произвольная вершина графа (любая (обычно первая), если все вершины чётной степени, и вершина с нечетной степенью, если таковых две – для построения эйлерова пути);

2. занести u1 в stack1;

3. пока stack1 не пуст

  цикл

    занести в u вершину stack1;

 если u соединена с какой-нибудь вершиной, то в v занести номер   первой  вершины,  с   которой соединена u;

   в stack1 занести v;

   удалить ребро (u,v)из графа;

  иначе

      взять элемент с вершины stack1 и поместить в stack2;

кц
Var sm:array[1..100,1..100]of byte;      yk1,yk2,n,m,u,v,u1,I,j,k:byte;

    stepen,stack,rez:array[1..100]of byte; 
    fi,fo:text;

Begin

   Assign(fi,’eyler.in’);
   Reset(fi);    
   Assign(fo,’eyler.out’);
   Rewrite(fo);

   Readln(fi,n,m);

   For i:=1 to m do

      Begin

         Readln(fi,u,v); 
         sm[u,v]:=1;
         Inc(stepen[u]);  
                      sm[v,u]:=1;
         Inc(stepen[v]);

      End;

   k:=0;
   For v:=1 to n do 

      If stepen[v] mod 2<>0 then Inc(k);

      If k>2 then Writeln(fo,’no’)

        Else

           Begin

              u1:=1;
               For v:=1 to n do 
                  If stepen[v] mod 2<>0 then u1:=v;

                  yk1:=1;
                  stack[yk1]:=u1;
                  yk2:=0;

        While yk1<>0 do

           Begin

              u:=stack[yk1];

              If stepen[u]<>0 then

                 Begin

                    v:=0;

                    Repeat

                       Inc(v);

                    Until sm[u,v]=1;

                    Inc(yk1);  
                    stack[yk1]:=v;

                    sm[u,v]:=0;
                    sm[v,u]:=0; {удаляем ребро u,v из графа}

                    dec(stepen[u]);
                    dec(stepen[v]);
                             {уменьшаем степень вершин u и v};

                End

             Else

                Begin

                  u:=stack[yk1]; 
                  Dec(yk1); 
                  Inc(yk2); 
                  Rez[yk2]:=u;

               End;

         End;

    For i:=1 to yk2 do Write(fo,Rez[i]);

  End;

  Close(f);

End.

Задача 2. Составить программу построения Гамильтонова цикла.
Примечание: Граф называется Гамильтоновым, если в нем имеется цикл, содержащий каждую вершину этого графа. 
Указание: Метод решения – перебор с возвратом. Начинаем поиск циклов, например, с первой вершины графа. Предположим, что уже найдены первые k вершин цикла. Рассматриваем рёбра, выходящие из последней вершины. Если есть такое ребро, что идёт в ранее не просмотренную вершину, то включаем эту вершину в цикл и помечаем её как просмотренную. Получена (k+1) вершина цикла. Если подходящей вершины нет, то возвращаемся к предыдущей вершине и пытаемся найти ребро, выходящее из нее в другую вершину (не в ту, из которой мы вернулись). Если мы просмотрели все вершины графа и вернулись в начальную, то гамильтонов цикл построен. Выведем его и будем искать следующие циклы. На рисунке 5.4.2 приведен пример графа и часть дерева решения, показывающего механизм работы данного метода.
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Рисунок 5.4.2

Var i,n,j:Integer; 
    f:Text; 
    p:Char; 
    s:String;

    Prosm:Array[1..20]of Boolean;
    St:Array[1..20] of Integer;

    Sm:Array[1..20,1..20] of Integer;

Procedure Gm(k:Integer);

{ k - номер итерации }
     { глобальные переменные: Sm - матрица смежности }
{ St - массив для хранения порядка просмотра вершин графа }
{ Log - массив признаков: просмотрена вершина или нет }
Var  u,v,l:integer;

Begin

     u:=St[k-1]; { номер последней вершины }
     For v:=1 To n Do

       If (Sm[u,v]=1) Then

                 { есть ребро между вершинами с номерами u и v }
         If (k=N+1) and (v=1) Then

             Begin

               For k:=1 To n Do

                 Write(St[k],’ ’);

               write(st[1]);writeln;

             End

               Else

         If Prosm[v] Then { вершина не просмотрена }
           Begin

             St[k]:=v;
             Prosm[v]:=false;
             Gm(k+1);
             Prosm[v]:=true;

           End;

End;

Begin 

    …

   For u:=1 To n Do Prosm[u]:=True;

   St[1]:=1; 
   Prosm[1]:=False; 
   Gm(2);

End.

Указания:
1. Привести пример графа. Методом трассировки исследовать работу процедуры GM. Определить Гамильтоновы циклы.

2. Исследовать работу программы нахождения Гамильтоновых циклов при различных исходных данных.

Пример 1.  Задача коммивояжера
Постановка задачи: Если граф является взвешенным, то имеет смысл ставить задачу нахождения гамильтонова цикла минимального веса, где вес цикла определяется как сумма весов входящих в него ребер. Это и есть задача коммивояжера. Коммивояжеру требуется объехать все данные населенные пункты – вершины графа, и вернуться в исходный пункт, используя имеющиеся транспортные маршруты между некоторыми из данных населенных пунктов, и потратить при этом как можно меньше времени (поиск Гамильтонова цикла минимального веса).

Type t1=Set of 1..10;

Var i,n,j:Integer; 
    c:Real; 
    f:Text; 
    p:Char; 
    s:String;

    Log:Array[1..20] of Boolean;

    St:Array[1..20] of Integer;

    Sm:Array[1..20,1..20] of Real;

Procedure Com(Set1:t1;v1:Byte; Var c1:Real);

{ищет длину с1 кратчайшего пути из v1 в 1 через все вершины из множества Set1}
Var u:Byte; c2:Real;

Begin

     c1:=MaxInt;

     If Set1=[] Then c1:=a[v1,1] Else

        For u:=2 To n Do

     {выбираем вершину из set1, которая будет первой на пути из v1 в 1}
        If (u in set1) and (a[u,v1]>0) Then

                 Begin

                      Com(set1-[u],u,c2);

      If c2+a[v1,u]<c1 Then c1:=c2+a[v1,u]

                 End
End;

Begin 

       {считывание данных из файла и заполнение матрицы смежности}
        Com([2..n],1,c); Write(c:0:3); Close(f);

End.

{Следующая программа выводит последовательность вершин графа, образующих путь коммивояжера}
Var f:Text; s:String; i,j,nom,n:Byte; 
    r:Char;

    sum,min:LongInt; 
    minmas,summas:Array[1..21] of Byte;

    mas:Array[1..20] of Boolean;   {массив узлов}
    a:Array[1..20,1..20] of Byte; {матрица смежности}
Procedure Com(pr:Byte);

Var i:Byte;

Begin

  If nom=n Then

    If sum+a[pr,1]<min Then

      Begin

        min:=sum+a[pr,1];

        minmas:=summas;

      End 

       Else

         Begin

            Inc(nom);

            For i:=1 To n Do

              If mas[i]=False Then

                Begin 

                   summas[nom]:=i; 
                   Inc(sum,a[pr,i]);

                   mas[i]:=true; 
                   If sum<min Then com(i);

                   Dec(sum,a[pr,i]); 
                   mas[i]:=False;

                End;

             Dec(nom);

           End;

End;

Begin 
    { …считывание данных из файла и заполнение матрицы смежности }
    min:=MaxLongint; 
    mas[1]:=True;

    For i:=1 To n Do  mas[i]:=False;

    glub:=1; 
    sum:=0; 
    summas[1]:=1; 
    summas[n+1]:=1;

    com(1);

    { Вывод результата }
    For i:=1 To n Do Writeln(minmas[i],’-’,minmas[i+1]);

    Exit;

End.
5.5  Каркасы графа

Каркасом, или остовным деревом графа называется связный подграф этого графа, содержащий все вершины графа и не имеющий циклов. Количество ребер в каркасе связного графа всегда на единицу меньше количества вершин графа. Ясно, что у графа может быть несколько каркасов. Например, различные каркасы можно построить, запуская поиск в глубину от разных вершин графа. Назовем стоимостью каркаса сумму весов ребер, входящих в него. На рисунке изображен граф и два его каркаса. Каркас стоимости 40 является минимальным. 
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Алгоритм Прима поиска каркаса минимального веса в графе

Формирование остова начинается с произвольной вершины. Первым в остовное дерево включается ребро наименьшего веса, выходящее из выбранной вершины. На каждом шаге к дереву добавляется ребро наименьшего веса среди ребер, соединяющих вершины этого дерева с невошедшими пока еще в дерево вершинами, добавляем его в каркас, делая эту неиспользованную вершину использованной. Чтобы не пересчитывать на каждом шаге расстояние от текущего остовного дерева до всех не вошедших в него вершин, расстояние от текущего остовного дерева до всех не вошедших в него вершин, эти расстояния удобно хранить в массиве (d).

1. Пометим первую вершину как использованную: pom[u1]:=1.

2. Найдем ребро (u,v), соединяющее использованную вершину (pom[u]=1) с неиспользованной (pom[v]= 0). Если таких ребер несколько, выберем ребро с минимальной стоимостью. Если таких ребер нет, закончим выполнение алгоритма.

3. Добавим это ребро к каркасу, пометим вершину pom[v]:=1.
4. Пока есть неиспользованные вершины, перейдем к шагу 2.

Так как на каждом шаге алгоритма к каркасу добавляется новая вершина, в каркасе не будут появляться циклы. Каркас будет получаться минимальным, так как каждый раз выбирается ребро с минимальным весом из всех возможных (такие алгоритмы называют «жадными»). 

Var i,j,m,n,u,v,c,min:Integer; 
    s:longint;

    sm:array[1..100,1..100]of integer;

    stepen,pred,stack,pom:array[1..100]of byte;

    d:array[1..100]of longint;

    fin,fout:text;

 Begin

    Assign(fin,'prima.in');
    Reset(fin);

    Assign(fout,'prima.out');
   Rewrite(fout);

   Readln(fin,n,m);

   For i:=1 to m do

     Begin

        Readln(fin,u,v,c); 
        {Inc(stepen[u]); Inc(stepen[v]);}

        sm[u,v]:=c; 
        sm[v,u]:=c;

     End;

  For i:=1 to n do d[i]:=maxint;

  d[1]:=0;

  For i:=1 to n do

     Begin

        min:=maxint;

        For j:=1 to n do

           If (d[j]<min)and(pom[j]=0)then

              Begin

                 min:=d[j];

                 u:=j;

              End;

        pom[u]:=1;

        For v:=1 to n do

           If (sm[u,v]<>0)and(pom[v]=0)and(sm[u,v]<d[v]) then

              Begin

                 pred[v]:=u;

                 d[v]:=sm[u,v];

              End;

     End;

     For v:=2 to n do

        Begin

           Writeln(fout,pred[v],' ',v);

           s:=s+sm[v,pred[v]];

        End;

     Writeln(fout,s);

     For v:=1 to n do write(fout,d[v],' ');

     Close(fout);

     End.

Задания для самостоятельной работы

Задача 1. На одном из архипелагов в Океании соседние острова стали соединять мостами. В результате образовались несколько групп островов, обладающих свойством: внутри группы можно проехать от любого острова к любому другому только по сухопутному пути. Во входном файле хранятся такие данные: в первой строке количество островов, а в последующих - описание матрицы, в которой на пересечении i-й строки и j-го столбца стоит 1, если между i-ым и j-ым островами есть мост и 0 в противном случае. Элементы матрицы разделены пробелами. Вывести номера островов, которые образуют самую большую групп (Костанайская городская олимпиада 2002-2003гг)

Пример входного файла:

10

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0


     Выходной файл: 2 5 7 9 10

Задача 2.  Компьютерная сеть состоит из связанных между собой двусторонними каналами связи N компьютеров. Компьютер, получивший сообщение, владеет им и может распространять дальше по сети. При этом он передает сообщение сразу всем компьютерам, напрямую соединенным с ним и не получившим сообщение. Время передачи сообщения по каналу связи занимает одну секунду. Определите минимальное время, за которое возможна передача сообщения между двумя компьютерами с заданными номерами.

Исходные данные:

· N – количество компьютеров;

· Матрица смежности N(N, в которой элемент a[i, j] равен 1, если компьютеры i и j  напрямую соединены между собой, 0 – если прямой связи нет, элементы разделены пробелами;

· K1, k2 – номера компьютеров (через пробел), для которых нужно определить время прохождения сигнала.
(Костанайская городская олимпиада, 2000 г.)

Задача 3. Поиск маршрута. В некотором государстве имеется N городов, некоторые из них соединены дорогами, грузоподъемность мостов на которых ограничена. Между любыми городами есть хотя бы одна цепочка дорог.

Написать алгоритм, определяющий путь между этими городами (в виде последовательности  городов), по которому можно перевезти груз максимального веса. 

Входной файл: Для каждого города задан список городов, связанных с ним дорогой, и список максимальных значений весов, которые можно провести по соответствующим дорогам. Первая строка содержит N – количество городов и М – количество дорог, разделенные пробелом. Вторая строка содержит номера начального города F и конечного L на пути (1<=F, L=N). М следующих строк этого файла задают дороги, каждая строка содержит по три числа, разделенных пробелами – 2 номера городов, между которыми проложена дорога, и ее максимальную грузоподъемность G (G<=100, целое число). Дорогу можно проходить в любом направлении с одинаковым грузом (1<=M, N<=100)/

Выходной файл: Выходной текстовый файл должен вывести:

1) в первую строку – максимальный груз, который можно провезти между заданными городами;

2) во вторую строку – количество городов на оптимальном пути, включая первый и последний;

3) в третью строку – номера городов на оптимальном пути, включая первый и последний. Если решений несколько, достаточно найти любое.

(III этап республиканского этапа олимпиады, 2002 г.)

Задача 4. Утиные истории. Имеется N городов, пронумерованных числами от 1 до N. В каждом городе за одно посещение можно взять К единиц сокровищ (К>0). Для каждого города указаны города, в которые можно попасть. Эти данные приведены во входном файле ''2TESTx.TXT'' (х – номер варианта теста).

Входной файл имеет следующий формат:

N, M 

K1:a12:a13:………..:a1n
a21:K2:a23:………..:a2n
……………………..

an1:an2:……………:Kn,

где N – количество городов, М – максимальное количество дней, Ki – количество сокровищ, которое можно получить за одно посещение в i – том городе, aij – наличие связи между городами. (aij=1, если из города i можно попасть в город j, aij=0, если из города i нельзя попасть в город j.)

Скрудж МакДаку и его племянникам необходимо не более чем за М дней добраться из СелезеньТауна до УтинГрада. За время путешествия им необходимо собрать максимально возможное количество сокровищ. Переезд из города в город занимает один день. СелезеньТаун обозначен номером 1, а УтинГрад – N.

Постановка задачи:
Написать программу, которая выполняет следующие действия:

1. Вводит с клавиатуры имя входного файла.

2. Считывает из входного файла данные о сокровищах, количестве городов и соединений между ними.

3. Определяет:

a) оптимальный маршрут движения;

b) количество собранных сокровищ;

c) количество дней проведенных в пути.

4.  Выводит на экран:

a) количество собранных сокровищ;

b) количество дней, проведенных в пути;

c) в случае невозможности достижения УтинГрада за положенное количество дней, выдает   сообщение: ''Нет решения''.

Технические ограничения:    2<=N<=100, 1<=М<=50.

Указание: В этой задаче мы имеем дело с ориентированным графом. Рекомендуется решать эту задачу с конца.

(Республиканская олимпиада 1997 г., II тур, автор Даулеткулов А.Б.)

Задача 5. Словом назовем цепочку символов русского алфавита. Из двух слов можно составить одно, записав их последовательно, только если последняя буква первого слова совпадает с первой буквой второго. Дан набор слов. Используя указанную операцию, составить из всех слов одно так, чтобы его первая и последняя буквы совпадали, если такое возможно. (Выберите в качестве дуг слова,  а в качестве вершин – их первые и последние буквы. Тогда на языке теории графов нам требуется найти цикл, проходящий по каждой дуге ровно один раз. (Кировская областная олимпиада, 1997 г.)
Задача 6. Имеется поисковая система, состоящая из броневика и нескольких разведчиков. Эта система была направлена для поисков сейфа с секретной документацией противника. В лабиринте один из посланных разведчиков обнаружил цель поисков – сейф. Сам разведчик вывезти сейф не в состоянии, но броневик, с которого были посланы разведчики, может это сделать. Разведчик составил план своего пути в виде списка команд U (вверх), D (вниз), L (влево), R (вправо). Путь разведчика необязательно является кратчайшим, но он точно безопасен (в лабиринте есть мины). Броневик поедет по пути, проходящему по пути разведчика (причем из квадрата А в соседний квадрат В он может ехать только в том случае, если разведчик тоже проходил из А в В, а проход разведчика из В в А не обеспечивает безопасности). Так, чтобы истратить как можно меньше топлива. Требуется определить, сколько топлива нужно броневику, чтобы доехать до сейфа.

Входные данные: В первой строке входного файла записаны целые числа М и Т (М – сколько топлива нужно на движение на 1, Т – сколько топлива нужно на поворот на 900. 1(М, Т(100. Во второй строке записано целое число N (0(N(100). В третьей – строка из N символов, задающая движение разведчика, каждый символ которой – это один из четырех символов U, D, L, R.

Выходные данные: Выведите в выходной файл минимальное количество топлива, необходимое броневику для того, чтобы доехать до сейфа. (Рекомендуется для нахождения решения использовать алгоритм Дейкстры.)

(Кировская областная олимпиада, 2000 г.)

Задача 7. Для известной игры «Heroes of Might and Magic III» генератор случайных карт создает острова, на которых изначально будут расположены герои. Но при случайной генерации карты острова получаются различными по величине. Назовем коэффициентом несправедливости отношение площади наибольшего острова к площади наименьшего. Необходимо подсчитать этот коэффициент. Карта представляет собой прямоугольник N(M, в каждой клетке которого записан 0 (вода) или 1 (земля). Островом считается множество клеток, содержащих 1, таких, что от любой до любой из них можно пройти по клеткам этого множества, переходя только через их стороны.

Входные данные: В первой строке входного файла содержатся числа N и M (размеры карты, 1(N, M(1000). В следующих М строках записано по N чисел (разделенных пробелами), каждое из которых либо 0, либо 1.

Выходные данные: В выходной файл вывести коэффициент несправедливости с 5 знаками после запятой. Если на карте нет ни одного острова, вывести 0. (Для решения задачи рекомендуется воспользоваться методом поиска в ширину) (Кировская областная олимпиада, 2000 г.)

Задача 8. Произошло радиоактивное заражение местности. Составлена карта зараженности. Она представляет собой прямоугольную таблицу N(M, в клетках которой записана зараженность соответствующего участка. Требуется найти путь из левой верхней клетки таблицы в правую нижнюю клетку с минимальной суммарной дозой реакции.

Входные данные: В первой строке входного файла записаны числа N и М, а в следующих N строках – по М чисел – карта зараженности местности. Числа в строке разделяются одним или несколькими пробелами. 1(N(30, 1(M(30, зараженность участка – целое число от 0 до 100.

Выходные данные: В файл записывается одно число  - суммарная доза радиации. (Всероссийская олимпиада, 1999 г.)

Указание: Для решения задачи необходимо применить алгоритм Дейкстры.

Задача 9.  Двудольный граф (II этап республиканской олимпиады 2005-2006гг)

Вам задан неориентированный граф. Требуется проверить, является ли он двудольным, то есть можно ли разбить множество его вершин на два непересекающихся множества так, чтобы рёбра шли только из одного множества в другое.

Входные данные: Первая строка входного файла содержит числа N и M – количество вершин и рёбер в графе (1<= N <=50). Следующие М строк содержат по два числа – Ai, Bi, которые представляют собой номера вершин – концов i-го ребра (числа от 1 до N, Ai не равно Bi).

Выходные данные: Выведите YES, если граф является двудольным и NO в противном случае.

Пример:

	Bipart.in
	Bipart.out

	4 4

1 2

1 3

2 4

3 4
	YES

	4 4

1 2

1 3

2 3

1 4
	NO


Указание: Для решения задачи необходимо воспользоваться методом просмотра вершин графа в ширину, запоминая при этом ранг достигаемой вершины. 
Задача 10.  Маршруты (Костанайская областная  олимпиада  2005-2006гг)
В некотором городе решили изменить маршруты городского транспорта следующим образом:
1.
 по каждой дороге проходит ровно один маршрут, направление движения      маршрута не имеет значения
2.
 количество необходимых маршрутов для обеспечения движения городского транспорта по всем дорогам должно быть минимально возможным
Дорога соединяет два перекрестка и определяется номерами перекрестков, которые она соединяет. Дорога может соединять один и тот же перекресток и между любыми перекрестками может быть несколько дорог. Маршрут состоит из последовательности перекрестков такой что любые два соседних перекрестка в последовательности соединены дорогой. Не все перекрестки могут быть соединены маршрутом.
Формат входных данных: Первая строка входного файла содержит два числа разделенных пробелом: N - количество перекрестков (I < N <1000) и М - количество дорог (1 < М < 10000). Далее следуют М строк, описывающих дороги, два числа, разделенных пробелом: номера перекрестков (числа от I до N) которые соединены дорогой.
Формат выходных данных: В первой строке выходного файла необходимо вывести минимально необходимое количество маршрутов R.
Далее должно следовать R строк, содержащих описание каждого маршрута: последовательный и разделенный пробелом список номеров перекрестков через которые проходит маршрут городского транспорта. Если решений  несколько, выведите любое их них.
Пример:
	input.txt
	output.txt

	4 2
	 2

	1 2
	1 2

	 3 4
	 3 4

	 4 3
	1

	1 2
	1 2 3 4

	 2 3
	

	 3 4
	


Задача 11. У Вас имеется на руках N косточек домино. Вы должны выкладывать их по правилам игры в прямую цепочку, начиная с заданной косточки в оба конца до тех пор, пока это возможно.

Необходимо написать такую программу, которая позволяет определить такой вариант выкладывания заданных косточек, при котором к моменту, когда цепочка не может быть продолжена, «на руках» останется максимальное число очков  (Костанайская областная олимпиада 1997-1998гг).

Входной файл имеет следующий формат:

а1:а2, а3:а4, …, а2N-1:а2N
b1:b2

где а1:а2 – первая косточка       
2N-1:а2N – N – я косточка

Выходной файл должен иметь следующий формат:

N, M     где N – количество оставшихся «на руках» косточек, M – сумма очков на оставшихся косточках.

Задача 12. Охрана (Костанайская областная олимпиада 2002г)

Дано N (1<= N<= 100) пронумерованных объектов, которые охраняются и соединены К дорогами (1<= К<=4950). Из любого объекта в любой можно проехать дорогами. Движение каждой дорогой возможно в оба направления. Необходимо разместить подразделение охраны так, чтобы наиболее удаленный объект достигался как можно быстрее.

Постановка задачи: Напишите программу, которая находит наилучшее место для подразделение охраны. Подразделение может находиться как на одном из объектов, так и на дороге между объектами. 
Входной файл: В первой строке, файл содержит натуральные числа N и К. В следующих К строках содержатся по три натуральных числа F, Т, S (объекты с номерами F и Т соединяет дорога длиной S километров, 1< S< 100; непосредственно между F и Т может быть не более одной дороги).

Выходной файл: Выходной файл должен содержать числа D, L, M, R (расстояние до наиболее удаленного пункта равно D, подразделение следует разместить в R километрах от объекта L на дороге до объекта M).

Пример: 
Входной файл


    Выходной файл

3
2                         

               1.5    
1 
3 
0.5

1
2
1

1
3
2

Задача 13. Остановите вирус (Костанайская областная олимпиада 2002-2003гг)

В одной из компьютерных лабораторий установлены два серверных компьютера. Работники данной лаборатории заметили, что один из их серверных компьютеров часто выдаёт различного рода ошибки. Они установили на этот компьютер антивирус, и он определил на данном компьютере новый вирус со странным названием «Hwyoprumk». К сожалению, ни один антивирус не может помочь компьютеру, заражённому данным вирусом. Так как сервера данной лаборатории отвечают за работу очень важных интернет-порталов, их отключение невозможно. Работники данной лаборатории не должны допустить заражения вирусом второго сервера, потому что тогда получится, что 2 из 2 их порталов работают с ошибками. Единственным выходом в данной ситуации остаётся отключение от сети некоторых компьютеров, через которые вирус сможет пройти к главному серверу. Естественно, в  данной ситуации необходимо отключить от сети как можно меньше компьютеров.

Вы должны помочь работникам данной лаборатории установить минимальное количество компьютеров, которые должны быть отключены от сети. Для этого работники лаборатории дали Вам карту, по которой можно определить, какие компьютеры имеют прямой доступ друг к другу.

Входные данные: В первой строке входного файла находятся три числа:

· N – количество компьютеров в лаборатории (3<=N<=200)

· A – номер первого серверного компьютера

· B – номер второго серверного компьютера

Далее идут N строк, по N цифр каждая. Эти строки описывают карту, которую вам дали в лаборатории. Если в i-ой строке j-й элемент равен 1, то это означает, что I-й компьютер имеетт прямой доступ к компьютеру J. Если же этот элемент равен 0, то это означает, что I-й компьютер не имеет прямого доступа к J-му компьютеру. Причём, если компьютер I имеет прямой доступ к компьютеру J, то и компьютер J имеет прямой доступ к компьютеру I.

Выходные данные: Ответ должен быть записан в выходной файл в виде одного числа – М – минимального количества компьютеров, которые надо отключить от сети.

Пример:
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Задача 14. Области (Костанайская областная олимпиада 2004-2005гг)

В республике Х имеется N городов. Каждый город задаётся своими координатами (x,y). Расстояние между городами I и J можно считать равным расстоянию между точками (Xi,Yi) и (Xj,Yj) на плоскости. 

Президент страны Х издал приказ о разделении республики на L (L<=N) областей так, что каждый город должен принадлежать ровно одной области, и каждая область должна содержать хотя бы один город. Более того, президент хочет в каждой области выделить  один город как областной центр.

Вам, как самому лучшему программисту республики Х, необходимо написать программу, выполняющую приказ президента таким образом, что значение δ было бы минимальным. δ=max(dist(i,Ci))i=1,…,N где dist(i,Ci)есть расстояние от города i до областного центра той области, которой принадлежит город i.

Входные данные: Первая строка входного файла содержит два числа:

N – количество городов и L – необходимое количество областей.

Далее следуют N строк, описывающих города. Каждый город описывается парой целых чисел (x,y). 

Выходные данные: В первой строке выходного файла необходимо вывести значение δ с точностью до 9-го знака после запятой. Далее должно следовать описание L областей. Каждая область должна быть описана в двух строках. 

Первая строка – количество городов в данной области и номер города, являющийся областным центром.  Вторая строка – номера городов, принадлежащих данной области.   Если решений несколько, выведите любое из них. Ограничения: 1<=N<=103  ,  1<=L<+N,  0<=X,Y<=231
Примечание: города нумеруются в порядке их следования во входном файле.

Пример:
	Areas.in
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6  Принципы динамического программирования

6.1 Динамическое программирование на одномерных таблицах

Многие олимпиадные задачи, а также задачи практического программирования, являются задачами на перебор всевозможных вариантов решения задачи и выбор среди этих вариантов допустимого или наилучшего по тому или иному критерию. Однако рассмотреть все варианты решения задачи чаще всего невозможно (в силу временных ограничений и объема используемой памяти – основные критерии оптимальности алгоритма решения задачи на олимпиадах).

Для ряда задач, сходных по формулировке с проблемами, требующими полного перебора вариантов, можно найти более эффективное решение. Чаще всего в таких случаях решение сводится к нахождению решений подзадач меньшей размерности, которые запоминаются в таблице и более не пересчитываются, а подзадачи большей размерности используют уже найденные решения. Такой метод называется динамическим программированием.

В общей форме под динамическим программированием понимают процесс пошагового решения задачи оптимизации, при котором на каждом шаге из множества допустимых решений выбирается одно, оптимизирующее заданную целевую или критериальную функцию.

Для решения задачи оптимизации, в которой требуется построить решение с максимальным или минимальным (оптимальным) значением некоторого параметра, алгоритм, основанный на динамическом программировании, можно сформулировать так:

1. выделить и описать подзадачи, через решение которых будет выражаться искомое решение;

2. выписать рекуррентные соотношения (уравнения), связывающие оптимальные значения параметра для подзадач;

3. вычислить оптимальное значение параметра для всех подзадач;

4. построить само оптимальное решение, используя полученную информацию.

Пример 1. Числа Фибоначчи.  Вычислить N-ое число в последовательности Фибоначчи: 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...  в которой первые два члена равны единице, а все остальные представляют собой сумму двух предыдущих.
Решение: Самый очевидный способ «решения» задачи состоит в написании рекурсивной функции:

Function Fib(X:Integer):LongInt;


Begin

       If (X=1) or (X=2) Then 

          Fib:=1

           Else

             Fib:=Fib(X-1)+Fib(X-2);

    End;
При этом при X > 40 программа «подвешивает» компьютер (а при нынешних требованиях к тестированию олимпиадных задач – время проверки теста 1-2 секунды – этот способ далеко не удовлетворяет поставленным требованиям). Всё дело в том, что для вычисления, например, F(45) исполнитель вынужден вычислить вначале F(44) и F(43). Причем, F(43) он считает заново, «забывая» о том, что уже вычислили его, когда считали F(44). То есть в предложенном способе решения основная ошибка в том, что значение функции при одном и том же значении аргумента считается много раз. Для того, чтобы исключить из программы повторный пересчёт одних и тех же значений, приходится использовать массив, в котором хранятся значения нашей функции:  
Var D: Array [1..50] of LongInt;

Но, выигрывая в скорости выполнения программы, алгоритм проигрывает в объёме используемой памяти. Вначале массив заполняется значениями, которые заведомо не могут быть значениями нашей функции (чаще всего, это «минус единица», но в данной задаче можно использовать для этих целей «ноль»). При попытке вычислить какое-то значение, программа проверяет, не вычислялось ли оно ранее, и если да, то берёт готовый результат из массива. Функция примет следующий вид:
Function Fib(X:Integer):LongInt;


Begin


   If D[X]=0 {«отсечение» лишних вариантов}

Then

           If (X=1) or (X=2) Then 

              D[X]:=1

                Else

                   D[X]:=Fib(X-1)+Fib(X-2);


  Fib:=D[X]

    End;

Можно ещё больше упростить решение, убрав в этой задаче рекурсию вообще. Для этого необходимо сменить нисходящую логику рассуждения (от того, что надо найти, - к тривиальному) на восходящую. В данной задаче вычисление результата опишется простым циклом:
D[1]:=1;

D[2]:=1;

For i:=3 to  X do 

   D[i]:=D[i-1]+D[i-2];


Данный способ сведения решения исходной задачи к решению некоторых подзадач может быть записан в виде соотношений, в которых значение функции, соответствующей исходной задаче, выражается через значения функций, соответствующих подзадачам. При этом важнейшим условием сведения является тот факт, что значения аргументов у любой из функций в правой части соотношения меньше значения аргументов функции в левой части соотношения. Если аргументов несколько, то достаточно уменьшения одного из них.


Соотношения, связывающие одни и те же функции, но с различными аргументами, называются рекуррентными соотношениями или рекуррентными уравнениями.  Одним из наиболее эффективных способов построения решения исходной задачи на основании решения подзадач является использование таблиц для запоминания решений подзадач при использовании метода динамического программирования. Размерность таблицы определяется количеством аргументов у функции, соответствующей подзадаче.

 Пример 2. Лесенка. Определить, сколькими различными способами можно подняться на N-ю ступеньку лестницы, если за один шаг можно подниматься на следующую ступеньку или через одну.

Решение: Рассмотрим решение задачи для N=10. Пусть K(10) –количество способов подъема на 10 ступеньку. Определим подзадачу K(i)  нашей задачи как количество способов подъема на i-ю ступеньку. Исходя из условия задачи, на 10 ступеньку можно подняться с 8-й или с 9-й ступенек. Поэтому, если мы знаем количество способов подъема K(8) и K(9) на 8 и 9 ступеньки, то количество способов подъема на 10 ступеньку может быть определено как K(10) = K(8) + K(9).

Такое соотношение получается потому, что любой способ подъема на 8-ю ступеньку превращается в способ подъема на 10-ю ступеньку добавлением перешагивания через 9-ю ступеньку, а любой способ подъема на 9-ю ступеньку превращается в способ подъема на 10-ю ступеньку добавлением подъема с 9 на 10-ю ступеньку. Все эти способы различны. Аналогичное соотношение справедливо для любой ступеньки i, начиная с третьей, т.е. получаем соотношение:   K(i) = K(i – 2) + K(i – 1).

Осталось определить начальные значения величин K(1) и K(2), которые равны: K(1) = 1, K(2) = 2. Следовательно, для решения задачи достаточно одномерной таблицы с N элементами, для которой необходимо последовательно вычислить значения элементов таблицы согласно приведенным выше рекуррентным соотношениям. Для одномерной таблицы таким способом обычно является последовательное вычисление элементов, начиная с первого.

K[1]:=1;K[2]:=2;

For i:=3 to N do  

   K[i]:=K[i–1]+K[i–2];

Таким образом, мерность таблицы, достаточная для реализации рекуррентных соотношений, определяется количеством аргументов у функций, соответствующих подзадачам. Количество же элементов в таблице (размерность) определяется количеством возможных значений соответствующего аргумента (диапазоном изменения значений переменных).

Пример 3. Мячик на лесенке. На вершине лесенки, содержащей N ступенек, находится мячик, который начинает прыгать по ним вниз, к основанию. Мячик может прыгнуть на следующую ступеньку, на ступеньку через одну или через 2. (То есть, если мячик лежит на 8-ой ступеньке, то он может переместиться на 5-ую, 6-ую или 7-ую.) Определить количество всевозможных «маршрутов» мячика с вершины на землю.

Решение: Пусть мячик находится на некоторой ступеньке с номером X. Тогда он может спрыгнуть на ступеньки с номерами X - 1, X - 2 и X - 3. Если мы введем функцию F(X), которая определяет количество маршрутов со ступеньки X до земли, то F(X) = F(X – 1) + F(X – 2) + F(X – 3). Остается просчитать вручную граничные (начальные) значения: F(1) = 1, F(2) = 2, F(3) = 4 (3–2–1–0, 3–2–0, 3-1–0, 3–0). Все остальное уже сделано в предыдущей задаче. Чтобы не загромождать функцию, можно присваивания граничных значений сделать заранее, тогда отсечение произойдет автоматически:
Function F(X:Integer):Longint;

Begin

  If D[X]=0 Then 

     D[X]:=F(X-1)+F(X-2)+F(X-3);



{для X = 1..3, D[X]>0 – изначально заданы}
  F:=D[X]

End;

или:  

D[1]:=1;D[2]:=2;D[3]:=4;

   For i:=4 to N do D[i]:=D[i-1]+D[i-2]+D[i-3];

Пример 4.   В заданной числовой последовательности A[1..N] определить максимальную длину последовательности подряд идущих одинаковых элементов.

 Решение: Обозначим через D[i] - максимальную длину последовательности, последним элементом которой является элемент с номером i. Тогда значение D[i+1] может быть либо на 1 больше D[i], если элементы А[i+1] и А[i] равны, либо D[i+1] будет равно 1, если перед элементом с номером i+1 стоит отличный от него элемент. Максимальное значение D[i] (где i=1,…,N) и соответствует решению задачи. 

Алгоритм решения имеет вид:
D[1]:=1;  
{начальное значение элемента массива}

Max:=1;


For  i:=2 to N do   

  If A[i-1]=A[i]  

     Then  

        Begin 

           D[i]:=D[i-1]+1;

            If D[i]>Max then Max:=D[i];

         End
           Else D[i]:=1;
Например, для последовательности A[1..11]=1 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5  результаты вычислений будут иметь вид:
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	A[i]
	1
	2
	2
	3
	3
	4
	4
	4
	4
	5
	5

	D[i]
	1
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	3
	4
	1
	2

	Nommax
	1
	1
	3
	3
	3
	3
	3
	8
	9
	9
	9


 Пример 5. Для заданной числовой последовательности A[1.. N] найти максимальную длину строго возрастающей подпоследовательности элементов (подряд идущих) последовательности A.
Примечание: если по условию задачи необходимо выдать не только значение длины найденной последовательности, но и саму последовательность, то используем переменную Nommax для хранения номера последнего элемента найденной последовательности.
D[1]:=1;Max:=1;Nommax:=1; {начальные значения вычисляемых величин}

For  i:=2 to N do

  Begin 

if (A[i-1]<A[i])then

   D[i]:=D[i-1]+1 else D[i]:=1;

 If D[i]>Max then

    Begin

      Max:=D[i];
      Nommax:=I;

    End;

  End;

{восстановить саму последовательность можно по nommax и длине=max:
For i:=nommax-max+1 to nommax do Write(a[i],’ ’);}      
Например, для последовательности A[1..11]=1 2 2 3 4 7 3 4 5 6 8 имеем:
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	A[i]
	1
	2
	2
	3
	4
	7
	3
	4
	5
	6
	8

	D[i]
	1
	1
	1
	2
	3
	4
	1
	2
	3
	4
	5

	Max 
	1
	2
	2
	2
	3
	4
	4
	4
	4
	4
	5

	Nommax
	1
	2
	2
	2
	5
	6
	6
	6
	6
	6
	11


Пример 6. Для заданной числовой последовательности A[1.. N] найти максимальную длину строго возрастающей подпоследовательности элементов (не обязательно подряд идущих, но обязательно в порядке увеличения индексов) последовательности  A.
Решение: Пусть D[i] обозначает максимальную длину последовательности, последним элементом которой является элемент с номером i . Тогда значение D[i+1] может в лучшем случае на 1 больше одного из тех значений D[j], j=1,…i-1, для которых выполняется соотношение А[j]<А[i], т.е. элемент с номером i может продлить подпоследовательность, последним элементом в которой был элемент с номером j. Максимальное значение D[i], i=1,…,N и соответствует решению задачи.

For  i:=1 to N do D[i]:=1;

Max:=D[1];
Pred[1]:=0;

For i:=2 to N do

   Begin

 For j:=1 to i-1 do

    If (A[j]<A[i])and(D[j]>=D[i]) Then

       D[i]:=D[j]+1;

  If D[i]>Max Then

     Begin 

       Max:=D[i];    {максимальная длина подпоследовательности}

       Nommax:=I;
           {номер последнего элемента наилучшей подпоследовательности}

       Pred[i]:=j;    {номер предшествующего элемента (предка)}

     End; 
 End;
Примечание: если по условию задачи необходимо выдать не только длину наилучшей подпоследовательности, но и саму подпоследовательность, то одним из вариантов решения проблемы является использование «массива предков», в котором запоминаются номера элементов, образующих искомую подпоследовательность.

Пример: 

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	A[i]
	1
	2
	2
	3
	4
	7
	3
	4
	5
	6
	8

	D[i]
	1
	2
	2
	3
	4
	5
	3
	4
	5
	6
	7

	Max 
	1
	2
	2
	3
	4
	5
	5
	5
	5
	6
	7

	Nommax
	1
	2
	2
	4
	5
	6
	6
	6
	6
	10
	11

	Pred[i]
	0
	1
	1
	3
	4
	5
	3
	7
	8
	9
	10


Выдача самой последовательности возрастающих элементов будет иметь вид:

z:=A[Nommax];

while z>0 do

Begin

  write(z,’ ’ );

  z:=Pred[z];

End;

Ответ:7  {Последовательность: 8 6 5 4 3 2 1}
Пример 7. Минимальная сумма.  На уроке математики учитель выписал N чисел. Сидевший на последней парте Бахытжан задумался, а какая будет минимальная сумма подряд идущих чисел? Помогите Бахытжану, напишите программу, которая вычислит нужную сумму (II тур Республиканской олимпиады по информатике, 2011год, задача F).

Пример:
	F.in
	F.out
	Комментарий

	10
2 -4 5 10 -6 -8 4 -9 -10 2
	-29
	Минимальная сумма подряд идущих чисел начинается с позиции 5 и заканчивается позицией 9: (-6)+(-8)+4+(-9)+(-10)=-29


Решение: В данной задаче используются структуры: 

A[1..N] – массив элементов исходной последовательности

S[1..N] – массив для хранения сумм элементов последовательности A[1]..A[I]
nom1, nom2 – номера первого и последнего элементов найденной последовательности.
Результаты обработки исходной последовательности:

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	A[i]
	2
	-4
	5
	10
	-6
	-8
	4
	-9
	-10
	2

	S[i]
	2
	-2
	 3
	13
	 7
	 -1
	  3
	 -6
	-16
	-14

	Min
	2
	-4
	-4
	-4
	-6
	-14
	-14
	-19
	-29
	-29

	Nom1
	1
	 2
	 2
	 2
	 5
	  5
	  5
	  5
	  5
	  5

	Nom2
	1
	 2
	 2
	 2
	 5
	  6
	  6
	  8
	  9
	  9


S[1]:=a[1];min:=S[1];nom1:=1;nom2:=1;

For  i:=2 to N do

   Begin

 S[i]:=S[i-1]+A[i];        {вычисление суммы первых I чисел}

 For  j:=1 to i-1 do 

       {поиск наилучшей суммы среди элементов с номерами[1..i]}

    if (S[i]-S[j])<min  then   

      Begin  

         min:=S[i]-S[j];             {минимальная сумма}

         nom1:=j+1;

         nom2:=I; 

      End; 

Пример 8. Возрастающая последовательность. Дана последовательность из N различных чисел. Сколькими способами можно удалить из неё какие-то числа, чтобы оставшаяся последовательность была возрастающей? Два способа удаления чисел считаются разными, если они различаются хотя бы в одном удаляемом числе (III тур Республиканской олимпиады по информатике  2008год, задача С).

Формат входных данных: В первой строке входного файла расположено число N (1<=N<=50)¸ на следующей строке расположено N различных целых положительных чисел, разделённых пробелом.

Формат выходных данных: Выходной файл должен содержать одно число – ответ на задачу

	С.in
	С.out
	комментарий

	3

3 1 2
	4
	После удаления остаётся: {1}, {2}, {3}, {1,2}


Решение:  Используем для хранения результатов массив В, формирование массива начинаем с конца: B[n]:=1; B[i] – количество различных возрастающих последовательностей с начальным элементом A[i].
Var  n,i,j:Longint; 

     a,b:array [0..51] of int64; 

     Res: int64;

Begin

  Assign(Input,'С.in'); 

  Reset(Input);      

  Assign(Output,'С.out'); 

  Rewrite(Output);

  Fillchar(b,SizeOf(b),1);  

  Read(n);  

  For i:=1 to n do Read(a[i]);

  Res:=0;

  For i:=n downto 1 do

  Begin
     b[i]:=1;  {последовательность из самого числа}

     For j:=i to n do

     If a[j]>a[i] Then b[i]:=b[i]+b[j]; 

     Res:=Res+b[i];

  End;

writeln(Res);  

Close(Input); 

Close(Output);

End.

Для примера, данного в условии задачи, решение будет иметь вид:

	i
	1
	2
	3

	A
	3
	1
	2

	B
	1
	2
	1

	Res
	4
	3
	1


Для массива А=[5 4 1 2 3 6 10 9 7 8] таблица вычислений примет вид:
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	A
	5
	4
	1
	2
	3
	6
	10
	9
	7
	8

	B
	12
	12
	47
	24
	12
	6
	1
	1
	2
	1

	Res
	118
	106
	94
	47
	23
	11
	5
	4
	3
	1


Пример 9. Весна (IV тур Республиканской  олимпиады по информатике, 2013год, задача А)
Изучая недавно открытую планету, археологи нашли несколько странных древних записей. При расшифровке оказалось, что это были записи дневной температуры в течение одного года. Из комментариев стало понятно, что температуру иногда записывали не каждый день, но если в день Х1 температура была Т1, а в день Х2  температура была Т2, то между днями Х1 и Х2 температура равномерно изменялась от Т1 до Т2.  

Для изучения изменения климата ученым необходимо понять, сколько дней длилась весна в этом году. Так как других источников информации нет, то им придется ориентироваться по найденным записям. Для этого было определено следующее условие – весной будет считаться отрезок из наибольшего количества дней, в течение которых температура повышалась. Вы, как единственный программист в этой экспедиции, должны помочь своим коллегам. 

Формат входного файла: Первая строка содержит число N – количество найденных записей. Следующие N строк содержат по два целых числа каждая – А и В, где А – номер дня, В – температура в этот день (1<=A<=109, 1<=B<=109). 

Формат выходного файла: Выведите одно целое число – продолжительность весны в днях. 
Пример:

	A.in
	A.out

	10

1 6

2 20

3 15

4 10

6 13

7 20

8 20

9 20

10 20

11 21
	4


Решение: Заполняем массив К (количество дней, в течение которого t0 повышалась: начальное значение K[i]=1, если t[i]<t[i+1], т.е. начало очередного отрезка потепления, либо K[i]=0 – в противном случае
For i:=1 to n-1 do 

  If t[i]<t[i+1] 

    Then K[i]:=1 

      Else K[i]:=0;

Max:=k[1];nom:=1;
{находим отрезок max длины}

For i:=2 to n do

 If t[i-1]<t[i] then  

  Begin  

    K[i]:=K[i-1]+(x[i]-x[i-1]);

    If K[i]>max then 

       Begin 

          max:=K[i];

          nom:=x[I]; 

       End;

  Write(max); 

 {write(nom-max+1,’-’,nom); - с какого по какой день}
	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	X[i]
	1
	2
	3
	4
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	T[i]
	6
	20
	15
	10
	13
	20
	20
	20
	20
	21

	K[i]
	1
	2
	0
	1
	3
	4
	0
	0
	1
	0

	max
	1
	2
	2
	2
	3
	4
	4
	4
	4
	4

	nom
	1
	2
	2
	2
	6
	7
	7
	7
	7
	7


Иногда одного рекуррентного уравнения может быть недостаточно для сведения задачи к подзадачам. Тогда можно описать несколько функций, с помощью которых можно восстановить решение исходной задачи. 

Пример 10. Гвоздики.  Пусть имеется деревянная планка, параллельная оси Ох, в которую вбито N  (N 
[image: image21.wmf]£

 100) гвоздей. Известны координаты этих гвоздей Xi,, i=1,…N, причем Xi< Xi+1. К гвоздям требуется привязать веревочки таким образом, чтобы:  каждая веревочка связывала ровно два гвоздя;  к каждому гвоздю была привязана одна веревочка;  суммарная длина веревочек была минимальна.

Примечание: Данная задача «кочевала» по многим олимпиадам различного уровня; в последний раз мы столкнулись с ней на I (школьном) этапе олимпиады в 2012 году. И многие ребята (новички) не оценили её сложности, решив, что это обычная переборная задача. Но, как оказалось,  данная задача заслуживает более пристального внимания. 

Рассмотрим два алгоритма решения данной задачи.

 Первый вариант алгоритма:

Для каждого номера i гвоздя определим две функции. Функция F0(i) будет означать минимально возможную длину веревочек, требуемых для соединения первых i гвоздей, причём, только к последнему гвоздю с номером i веревочка ещё не привязана.  Функция F1(i) будет означать минимально возможную длину веревочек, требуемых для соединения первых i гвоздей, при условии, что к гвоздю с номером i верёвочка уже привязана. Тогда можно записать следующие рекуррентные соотношения.
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Первое соотношение показывает, что для получения требуемой конструкции достаточно просто добавить к конструкции F1(i) свободный гвоздь с номеров i+1.  Для получения же конструкции F1(i+1) нужно воспользоваться лучшей из конструкций F0(i), F1(i),  соединив гвоздь с номеров i+1 с гвоздем, имеющий номер i. При этом к каждому гвоздю, даже если мы воспользовались конструкцией F0(i), будет привязана хотя бы одна веревочка.
Var g,d1,d2:array[1..1000]of integer;
    N,I,j,r,max,c:integer; 
    fin,fout:text;

Begin

  Assign(fin,’1.in’);
  Reset(fin);   

  Assign(fout,’1.out’);
  Rewrite(fout);

  Readln(fin,n);

  For i:=1 to n do read(fin,g[i]);

  For i:=1 to n-1 do

   For j:=i+1 to n do

    If g[i]>g[j] then 

     Begin

      с:=g[i]; g[i]:=g[j];  g[j]:=c; 

      {сортируем элементы массива по возрастанию}

     End;

  d1[1]:=0;d2[1]:=0;r:=g[2]-g[1];{определяем начальные значения}

  d1[2]:=r;d2[2]:=r;

  For i:=2 to n-1 do

  Begin

    r:=g[i+1]-g[i]; 
    d1[i+1]:=d2[i];

    If d1[i]+r<d2[i]+r 

      then  

        D2[i+1]:=d1[i]+r  

          Else 

           d2[i+1]:=d2[i]+r;

  End;

  Write(fout,d2[n]);

   { for i:=1 to n do write(fout,d1[i],’ ‘);

     Writeln(fout);

     For i:=1 to n do write(fout,d2[i],’ ‘); }

  Close(fin); 

  Сlose(fout); 

End.

Второй вариант решения задачи:

1. Если гвоздь один, то длина нити D[1]=0

2. Если гвоздей два, то D[2]=g[2]-g[1]
3. Если гвоздей три, то длина нити D[3]=g[3]-g[1]

4. D[4]=g[2]-g[1]+g[4]-g[3]=D[2]+g[4]-g[3] – в случае четырёх гвоздей
 связываем первые два и последние два гвоздя
5. Если гвоздей пять, то обязательно связываем первые два и последние два, а из оставшихся длин ниток выбираем минимальную, т.е. D[5]=min(D[3]+(g[5]-g[4]); D[2]+(g[5]-g[3]))

В общем виде получаем рекуррентную формулу: 
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К задачам, решаемым с помощью принципов динамического программирования, относятся задачи, решаемые с помощью использования двумерных массивов (маршруты на плоскости).

6.2 Динамическое программирование на двумерных таблицах
Пример 1. Дано прямоугольное поле размером MxN. Определить количество различных маршрутов из точки (1,1) в точку (m,n), если разрешается переход в смежную клетку поля вправо или вниз. 

Данная задача является  классической задачей динамического программирования из раздела  «Маршруты на плоскости».

В клетку поля (a,b) можно попасть из двух клеток – из смежной клетки слева (a,b-1) и из смежной клетки справа – (a-1,b), в результате получаем рекуррентную формулу K(a, b)=K(a-1, b)+K(a, b-1). Если a=1 либо b=1, то в клетку (a, b) можно попасть единственным способом, то есть результатом решения задачи является треугольник Паскаля.

For i:=1 to m do

  For j:=1 to n do

     If (i=1)or (j=1) then

       K[I,j]:=1 

          Else K[I,j]:=K[i-1,j]+K[I,j-1];
	 1
	 1
	 1
	 1
	 1

	 1
	 2
	 3
	 4
	 5

	 1
	 3
	 6
	10
	15

	 1
	 4
	10
	20
	35

	 1
	 5
	15
	35
	70


Значение в любой клетке [a, b] является решением подзадачи меньшего размера.
Пример 2.  План прямоугольного сада размером MxN состоит их квадратных зон. В каждой зоне растёт по дереву. С каждого дерева любой зоны могут упасть несколько яблок. В левом верхнем квадратике находится ёжик, который должен дойти до правого нижнего квадратика. В саду существуют ограничения относительно способа передвижения: ёжик может двигаться из текущего квадратика только в один из двух соседних - правый либо нижний. Составить программу, которая вычисляет максимальное количество яблок, которое может собрать ёжик, передвигаясь к нужному квадратику.

Формат входного файла: план сада задан таблицей apples, содержащей m строк и n столбцов. Элемент apples[i,j] таблицы указывает количество яблок, упавших с дерева в зону с координатами i,j. 

    
Пример:

    
Входной файл

Выходной файл

   
 3 3


                  12

    
1 2 3

    
1 2 3

    
1 2 3
Данная задача отличается от предыдущей тем, что клетки исходного массива заполнены числами (взвешенный массив). Для формирования результата используем двумерный массив S (весовая матрица).

	apples
	
	
	
	S

	1
	2
	3
	
	
	
	1
	3
	6

	1
	2
	3
	
	
	
	2
	5
	9

	1
	2
	3
	
	
	
	3
	7
	12


Алгоритм заполнения матрицы стоимостей:
For i:=1 to m do

   For j:=1 to n do

         If i=1 then S[i,j]:=S[i,j-1]+apples[i,j]

             Else

              If j=1 then S[i,j]:=S[i-1,j]+apples[i,j]

                 Else 

     


if S[i,j-1]>S[i-1,j] then 

                     S[i,j]:=S[i,j-1]+apples[i,j]

                   else 

                     S[i,j]:=S[i-1,j]+apples[i,j];

Пример 3. На рисунке изображён треугольник из чисел. 

	
	
	
	
	
	7
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	3
	
	8
	
	
	
	

	
	
	
	8
	
	1
	
	0
	
	
	

	
	
	2
	
	7
	
	4
	
	4
	
	

	
	4
	
	5
	
	2
	
	6
	
	5
	


Напишите программу, которая вычисляет наибольшую сумму чисел, расположенных на пути, начинающемся в верхней точке треугольника и заканчивающемся на основании треугольника. Каждый шаг на пути может осуществляться вниз по диагонали влево или вниз по диагонали вправо. Число строк в треугольнике (1< n < 100). Треугольник составлен из чисел от 0 до 99.

Решение: Задача аналогична предыдущей с тем лишь отличием, что  при формировании матрицы стоимостей «соседями» заполняемой клетки [i,j] являются клетки с индексами [i-1,j-1] и [i-1,j] и в качестве результата выбирается максимальный элемент последней строки формируемой матрицы.

S[1,1]:=a[1,1];

For i:=2 to n do

  For j:=1 to i do

    If j=1 then s[i,j]:=s[i-1,j]+a[i,j]

      Else

        S[i,j]:=s[i-1,j-1]+s[i-1,j]+a[i,j];

Max:=s[1,n];nommax:=1;

For j:=2 to n do

 If s[i,j]>max then 

    Begin

       Max:=s[i,j];

       Nommax:=j

    End;

Write(s[n,nommax]);

Примечание: если необходимо выдать не только значение максимальной суммы, но и сам путь, воспользуемся алгоритмом восстановления пути в волновых методах (или массивом предков):

i:=n;j:=nommax;

Repeat

  Write(’(’,i,’,’,j,’) ’);

  If s[i-1,j-1]>s[i-1,j] 

    Then

       Begin 
          i:=i-1;
          j:=j-1 
       End

          Else 
            i:=i-1;

Until (i<1)and(j<1);

Задания для самостоятельной работы

 1. Подсчитать количество двоичных N-значных чисел (N<36), в каждом из которых нет 2-х единиц подряд. Например, при N=1: 0, 1; при N=2: 00, 01, 10; при N=3: 000, 001, 010, 100, 101.
Примечание: Если  стоит условие – незначащие нули в записи числа отсутствуют, тогда начальные значения элементов изменятся.

2. Подсчитать количество двоичных N-значных чисел (N<36), в каждом из которых нет 3-х единиц подряд, а незначащие нули в записи числа отсутствуют. Например, при N=4: 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101.

3.  Подсчет количества правильных скобочных последовательностей.

Последовательность из 2*N скобок является правильной, если для любого значения i(1<=i<=2*N) число открывающих скобок больше или равно числу закрывающих скобок и общее число ‘(‘ равно числу ‘)’.

Частично правильная скобочная последовательность – если для любой позиции в последовательности число ‘(‘>= числу ‘)’.
	
	-1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	0
	2
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	4
	0
	2
	0
	3
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	5
	0
	0
	5
	0
	4
	0
	1
	0
	0
	0

	6
	0
	5
	0
	9
	0
	5
	0
	1
	0
	0

	7
	0
	0
	14
	0
	14
	0
	6
	0
	1
	0

	8
	0
	14
	0
	28
	0
	20
	0
	7
	0
	1


Указания к решению:

№ строки - число скобок в последовательности

№ столбца – разность между числом ‘(‘ и ‘)’

KPSP[i,j]= количеству частичных правильных последовательностей из i скобок, причем, разность между числом ‘(‘ и ‘)’=j.

На диагонали таблицы записаны 1, число последовательностей, состоящих из одних открывающих скобок, а они попадают под определение ЧПП, KPSP[I,j]=0, если i и j – числа разной четности {KPSP[3,1]=2:((),()(; KPSP[4,2]=3:(((),(()(,()((; KPSP[4,0]=2:()(),(())}. Ответ = KPSP[N,0].

4. В таблице c N строками и M столбцами, состоящей из 0 и 1, необходимо найти квадратный блок максимального размера, состоящий из одних единиц. Под блоком понимается множество элементов соседних (подряд идущих) строк и столбцов таблицы. Интересующая нас часть показана на рисунке  (Котов)

	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	1
	1

	1
	0
	1
	1
	0
	1


Указание: Положение любого квадратного блока может быть определено его размером и положением одного из его углов.

Пусть T(i, j) есть функция, значение которой соответствует размеру максимального квадратного блока, состоящего из одних единиц, правый нижний угол которого расположен в позиции (i, j). Функция T(i, j) вычисляет элемент таблицы B[i, j]. Для указанного  примера T(i, j) будут иметь вид

	i\j
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	2
	0
	1
	2
	2
	0
	1

	3
	1
	1
	2
	3
	1
	1

	4
	1
	2
	0
	1
	2
	2

	5
	 1
	 0
	 1
	 1
	 0
	 1


Таким образом, наша задача свелась к вычислению максимального значения функции Т при всевозможных значениях параметров i и j. Этой функции может быть поставлена в соответствие таблица размера N*M.

Определим сначала значения элементов таблицы В, расположенных в первой строке и в первом столбце. Получим:


В(1, 1) = А[1, 1], 
В(1, j) = А[1, j] при j  2,   
В(i, 1) = A[i, 1] при i  2.

Эти соотношения следуют из того факта, что в этих случаях рассматриваемая область матрицы А содержит только один элемент матрицы.


При 2  i  N и 2  j  M для этой функции можно записать следующие рекуррентные соотношения:


B[i, j] = 0, если A[i, j] = 0 и

 B[i, j] = min{B[i – 1, j], B[i, j – 1], B[i – 1, j – 1]} + 1, если A[i, j] = 1

5.  ALCATEL (II этап республиканской олимпиады по информатике 2005-2006гг, задача А)
Дано слово из больше 7 и меньше 256 заглавных латинских букв. На каждом шагу из слова можно удалить букву или несколько стоящих рядом букв. Напишите программу, которая находит наименьшее количество шагов, за которые можно получить слово ALCATEL. Если это невозможно, то вывести -1.

Формат входных данных: В одной строке входного файла содержится слово.

Формат выходных данных: Программа должна вывести в выходной файл одну цифру – наименьшее количество шагов, чтобы получить слово ALCATEL, или -1.

Пример

	Input.txt
	Output.txt

	AXLXXCYYAAAATELTTALCAATELL
	3

	LAXLXXCYYAAAATE
	-1


6. Игра (II этап республиканской олимпиады 2007-2008, задача F)

	
	

	
	

	
	


Имеется клеточное поле высотой в одну клетку и шириной в N клеток. Поля нумеруются слева на право различными целыми числами от 1 до N. Фишка находится на поле номер Х. Разрешается передвигать фишку вправо или влево  на А или В полей, при этом фишка не должна выходить за пределы поля. В течение игры не разрешается делать более М ходов. Нужно определить, может ли она попасть на поле Y, если двигать ее согласно правилам, и, если это возможно, определить минимальное количество ходов, за которые этого можно добиться.
Формат входных данных: На единственной строке входного файла содержится шесть целых чисел N, M, A, B, X, Y (1 < N < 1000000, 1 < M < 1000000, 1 < A < N, 1 < B < N, 1 < X < N, 1 < Y < N).
Формат выходных данных:  Если фишка не может попасть, двигаясь по правилам, с поля Х на поле Y, выведите -1, в противном случае 
выведите минимальное количество ходов, за которые она сможет это сделать.
	game.in
	game.out

	10 3 1 4 5 8
	2

	10  1 4 5 8
	-1


7. Четный палиндром (II этап республиканской олимпиады 2014-2015гг, задача F). 

Подстрокой строки называется любая непустая последовательность символов в строке. Палиндромом называется строка, которая читается одинаково слева и справа. У Азизхана есть строка S. Его интересует, сколько есть подстрок четной длины у строки S, которые являются палиндромами. Одинаковые подстроки, начинающиеся с разных позиций, считаются разными.

Формат входных данных: Единственная строка входного файла содержит одну строку S, состоящую из строчных букв английского алфавита (1≤ длина S ≤1000). 

Формат выходных данных: Выведите ответ к задаче.

Пример

	F.in
	F.out
	Комментарий 

	abaabaa
	4
	abaabaa,abaabaa, abaabaa, abaabaa

	aaaa
	4 
	aaaa, aaaa, aaaa, aaaa


8. Стоянка (III Этап республиканской олимпиады по программированию 2013 г., задача D)
В районе «Тастак» есть стоянка из N мест, пронумерованных от 1 до N, и первые М мест находятся в левом краю, а остальные N-M мест в правом краю. Каждый день N жителей этого района паркуют свои машины на этой стоянке, и известно, что первый житель приходит раньше всех, потом второй, и так далее, то есть k-й приходит k-м. также для каждого жителя известно, сколько он будет платить, если его машину поставят на j-е место. 

На стоянке есть распределитель мест, который каждой приезжающей машине указывает, на какой край парковаться, после чего машина паркуется на минимальное по номеру свободное место соответствующего края. Но так как этот распределитель работает не оптимально, владелец стоянки попросил Вас написать программу для этого распределителя, которая максимизирует прибыль стоянки.

Формат входного файла: в первой строке находятся два целых числа N (2<=N<=1000) и M (1<=M<=N) – общее количество мест на стоянке и количество мест в левом краю соответственно. В каждой из следующих N строк находятся по N целых положительных чисел, j-е число i-й строки обозначает, сколько будет платить i-й житель за место с номером j на этой стоянке. Каждое из этих чисел не превышает 106.

Формат выходного файла: выведите одно целое число – максимальную прибыль стоянки.

Примеры 
	D.in
	D.out

	2 1
3 2

6 4
	8

	4 1
4 3 1 1

3 1 1 1

1 1 4 1

1 1 1 2
	9


7 Алгоритмы вычислительной геометрии
     При программировании задач вычислительной геометрии на плоскости требуется своя специфика. Обязательный минимум, который необходимо знать при решении геометрических задач, включает в себя следующее:

· приведение уравнения прямой, проходящей через две точки с координатами (x1,y1) и (x2,y2) к виду Ax+By+C=0, где A=y1-y2, B=x2-x1, C=x1y2-x2y1;

· определение принадлежности точки прямой путём подстановки координат точки в уравнение прямой, или принадлежности отрезку, добавляя проверку на то, лежат ли координаты точки между координатами начала и конца отрезка;

· определение того, пересекаются ли две прямые, заданные уравнениями A1x+B1y+C1=0 и A2x+B2y+C2=0. Для этого вычисляется определитель второго порядка (=A1B2-A2B1, проверяется, равен ли он нулю, и, если равен, то делается вывод о параллельности прямых, если не равен, то вычисляются координаты точки пересечения прямых по формулам Крамера;

· написание уравнения прямой, перпендикулярной данной или определение, перпендикулярна ли одна  прямая другой;

· уметь вычислять расстояние от точки (x1,y1) до прямой Ax+By+C=0. Это расстояние 
[image: image24.wmf]2
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Для решения задач по информатике геометрического направления необходимы знания начального курса аналитической геометрии.

Направленный отрезок называется вектором. Длина вектора называется его модулем. Проекции вектора на оси координат называются  координатами вектора a={x2-x1,y2-y1}. Модуль вектора 
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Скалярное произведение двух векторов - это число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними: (a,b)=|a|(|b|(cos(
Следствие: Если два вектора перпендикулярны, то их скалярное произведение равно нулю. 

Угол между векторами - это наименьший угол между направленными отрезками, приведёнными к одной начальной точке.

1. Если угол ( - острый, то (a,b)>0

2. Если угол ( - тупой, то (a,b)<0
3. Если векторы a и b перпендикулярны, то (a,b)=0
4. (a,a)=|a|2
Скалярное произведение двух векторов a(X1,Y1) и b(X2,Y2) через их координаты выражается следующим образом: (a,b)=X1.X2+Y1.Y2

Векторное произведение двух векторов - это вектор, обозначаемый [a x b], который определяется следующими условиями: 

1. длина вектора |[a x b]|=|a|(|b|.sin(, где ( - угол между векторами

2. [a x b] вектор перпендикулярен как вектору a, так и вектору b;

3. [a x b] направлен как ось OZ к осям OX и OY, то есть векторы a, b и [a x b] образуют правую тройку (по правилу "буравчика", если вектор a поворачивать до вектора b по меньшему углу).

[a x b]=
[image: image26.wmf]2
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4.  длина вектора равна площади параллелограмма, построенногого на векторах  a и b.

Вычислительная геометрия является одним из разделов информатики, источником большого количества прикладных задач. 

Рассмотрим некоторые теоретические положения вычислительной геометрии.

       Расстояние между двумя точками A(x1,y1), B(x2,y2) на плоскости вычисляется по формуле:
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   (необходимо учесть, что результат d имеет вещественный тип!)

Уравнение прямой, проходящей через две точки A(x1,y1), B(x2,y2), имеет вид:
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,   для удобства пользования оформим это уравнение в виде функции:

Function F(x1,y1,x2,y2,x,y:real):real;

Begin

 F:=(x-x1)*(y2-y1)-(y-y1)*(x2-x1)

End;

где результатом функции F является значение выражения левой части уравнения F(x1,y1,x2,y2,x,y)=0(L); причём:

· если точка A(s,t)принадлежит прямой, то её координаты удовлетворяют уравнению F(x1,y1,x2,y2,s,t)=0, но необходимо помнить, что в случае вещественного типа параметров функции и значения результата можно вести речь лишь о приближённом равенстве, т.е abs(F(x1,y1,x2,y2,s,t))<eps, где eps – достаточно малая положительная величина (точность вычисления); 

· если  точки A(s1,t1)и B(s2,t2) лежат в одной полуплоскости относительно прямой L, то  F(A) и F(B) имеют значения одного знака;

· если  точки A(s1,t1)и B(s2,t2) лежат в разных полуплоскостях относительно прямой L, то  F(A) и F(B) имеют значения разного знака.

Примечание: Чтобы решить вопрос: пересекаются ли два отрезка AB и СD, заданные координатами своих концов  A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3), D(x4,y4), во внутренней точке, необходимо воспользоваться последним свойством расположения точек на плоскости относительно заданной прямой: отрезки пересекаются в том случае, если точки A и B лежат в пазных полуплоскостях относительно прямой CD, и точки C и D лежат в разных полуплоскостях относительно прямой AB:
Function Peres_li(x1,y1,x2,y2,x3,y3,x4,y4:real):Boolean;

Begin

 If (F(x1,y1,x2,y2,x3,y3)*F(x1,y1,x2,y2,x4,y4)<0)and

    (F(x3,y3,x4,y4,x1,y1)*F(x3,y3,x4,y4,x2,y2)<0)then


Peres_li:=true else Peres_li:=false;

End;

Площадь треугольника, заданного координатами вершин A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3), можно вычислить:

· по формуле Герона 
[image: image29.wmf])

(

*

)

(

*

)

(

*

c

p

b

p

a

p

p

S

-

-

-

=

, где P – полупериметр, a,b,c – длины сторон треугольника

· через векторное произведение: 
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где длина вектора (удвоенная площадь треугольника) равна значению определителя 
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Пример 1. Иголки. На столе разбросаны иголки, образующие несколько кучек. Две иголки считаются принадлежащими одной кучке, если они имеют хотя бы одну общую точку.  Определить количество кучек, образованных иголками, и количество иголок в каждой кучке.

Решение: В данной задаче удачно сочетаются алгоритмы вычислительной геометрии с графовыми моделями алгоритма. Во входном файле дано число N – количество иголок и в следующих N строчках указаны координаты каждой иголки. Считываем координаты концов каждой иголки в массивы X1, Y1, X2, Y2 (либо в двумерный массив A[1..n,1..4]), организуем попарный перебор всех иголочек
for i:=1 to n-1 do
 for j:=i+1 to n do
If Peres_li(X1[I],Y1[I],X2[I],Y2[I],X1[J],Y1[J],X2[J],Y2[J])

 Then sm[i,j]:=1 Else sm[i,j]:=0;
 (используем функцию, определяющую, пересекаются ли два отрезка, или хотя бы соприкасаются, формируем матрицу смежности sm[nxn], где sm[i,j]=1, если иголки с номерами i и j пересекаются, и 0 – в противном случае. По матрице смежности строим матрицу достижимости графа, по которой определяем количество кучек и количество иголок в каждой из них.
Пример 2. Картинная галерея. Картинная галерея города LamerLand приобрела очень дорогую коллекцию картин. Администрация этой галереи очень обеспокоена вопросом – имеются ли в их галерее опасные точки или нет. Точка называется опасной, если из данной точки видна не вся галерея. Вы должны помочь администрации этой галереи, написав программу, которая по заданным вершинам многоугольника определяет наличие в нём опасных точек. Галерея представляет собой многоугольник, заданный координатами своих вершин (Костанайская городская олимпиада 2003-2004гг)

Входные данные: Первая строка входного файла содержит только одно число – N (N<=100) – количество вершин многоугольника. Каждая из следующих N строк содержит 2 целых числа, разделённых пробелом – X и Y(1<=X,Y<=32000), задающие координаты вершины многоугольника. Вершины многоугольника задаются последовательно, т.е. если взять вершину с номером I (I<N), то можно утверждать, что она соединена с вершиной I+1.

Выходные данные: Выходной файл должен содержать одну строку. Выведите слово YES, если в галерее    имеются опасные точки, и NO в обратном случае.

Пример:

	Gallery.in

7

1 1

2 1

3 2

4 3

4 4

2 4

1 2

Gallery.out

NO
	Gallery.in

6

1 1

2 2

3 1

4 2

3 3

1 3

Gallery.out

YES


Указание: Для получения результата задачи необходимо решить вопрос: является ли многоугольник выпуклым. Если многоугольник выпуклый, то в галерее нет опасных точек, в противном случае – есть. 
Один из вариантов ответа на вопрос «является ли многоугольник выпуклым» заключается в следующем: перебираем все пары соседних вершин многоугольника, находим уравнение текущей прямой, проходящей через вершины (x[i],y[i]) и (x[i+1],y[i+1]) многоугольника, проверяем, все ли оставшиеся вершины многоугольника лежат в одной полуплоскости относительно рассматриваемой прямой – если нет ни одной пары вершин, расположенных в разных полуплоскостях относительно какой-либо стороны многоугольника – многоугольник выпуклый, в противном случае – не выпуклый.
Примечание: Необходимо просмотреть все стороны многоугольника, поэтому для последней стороны, проходящей через точки (xn,yn), (x1,y1), необходимо продублировать точку (x1,y1) в точку (xn+1,yn+1).

 Пример 3. Паук Паркер (III этап республиканской олимпиады по информатике 2013г задача F)
Скоро будет областной этап соревнований по построению паутинных сетей. В соревновании дается N точек на плоскости, выигрывает тот, кто быстрее других соединит каждые две точки нитью. Паук Паркер очень хочет выиграть это соревнование, для этого ему надо двигаться быстро. Чтобы двигаться быстро, он не должен  таскать с собой лишнюю долю нити. Помогите Паркеру узнать длину нити, которую он должен принести с собой на соревнование. Чтобы соединить точки (x1,y1) и (x2,y2), ему понадобится нить с длиной |x1-x2|+|y1-y2|. Так как длина может быть очень большой, выводите остаток от ее деления на 109+7. 

Формат входного файла: первая строка содержит целое число N – количество точек на плоскости (1<=N<=200000). В следующих N строках содержатся по два целых числа xi, yi – координаты точек на плоскости (-109<=xi,yi<=109).

Формат выходного файла: выведите единственное целое число – ответ к задаче.

Примеры 

	F.in
	F.out

	3

1 1

2 2

3 3
	8

	4

-1 5

1 6

3 5

2 3
	22


Примечание

8=(|1-2|+|1-2|)+(|1-3|+|1-3|)+(|2-3|+|2-3|)

В не менее чем 50% тестов N<=10000
Предложенный (очевидный) вариант решения задачи при тестировании даёт результат – 50%, так как при N>10000 решение не проходит по времени:
Var s:int64;

    N,I,j:longint;

    X,y:array[1..20000]of longint;

    Fi,fo:text;

Begin

   Assign(fi,’F.in’);

   Reset(fi);

   Assign(fo,’F.out’);

   Rewrite(fo);

   Read(fi,n);

   For i:=1 to n do

      Read(fi,x[i],y[i]);

   For i:=1 to n-1 do

      For j:=i+1 to n do

         Begin

            S:=s+abs(x[i]-x[j])+abs(y[i]-y[j]);

            S:=s mod 1000000007;

         End;

   Write(fo,s);

 Close(fi);

 Close(fo);

End.
Примечание: Быстродействие алгоритма - O(n*n)  - перебор каждой пары точек.

Нужно более быстрое решение.

Посчитаем отдельно для X и отдельно для Y.

Пусть в массиве a[] лежат значения соответствующей координаты. Отсортируем его.

Теперь для каждого a[i] нужно найти сумму (a[i]-a[0])+(a[i]-a[1])+…+(a[i]-a[i-1]).

Преобразуем в: i*a[i]-(a[0]+a[1]+…+a[i-1]) 

Для быстрого подсчета второго слагаемого будем в переменной cur поддерживать сумму всех элементов от (0 до i-1). 

Ответ на задачу – сумма ответов для X  и Y, сложность O(n*logn). 

Задания для самостоятельной работы

1. Маршрут движения автомобиля задан в виде координат вершин ломаной.  Определить количество левых поворотов автомобиля.

2.  С клавиатуры вводятся координаты N точек. Соединить их незамкнутой линией без самопересечений. 

3. Многоугольник задан координатами своих вершин. Определить, является ли заданная точка M(x, y) – внутренней точкой многоугольника. 

4. Найти длину наибольшей диагонали выпуклого многоугольника, заданного координатами своих вершин. 

5.   Даны целые числа x1, y1, x2, y2, ...,xn, yn. Выяснить, найдутся ли среди точек с координатами (x1, y1), (x2, y2),...,(xn, yn) такие, которые являются вершинами квадрата. 

6.   На плоскости даны N различных точек своими координатами. Составить алгоритм нахождения среди этих точек точки, являющейся центром окружности минимального радиуса, вне которой нет ни одной данной точки. (Ответ: координаты центра окружности и её радиус). 

7.   Треугольник на плоскости задается целочисленными координатами вершин.   Для заданной точки Z(x,y) определить, принадлежит ли она стороне треугольника или лежит внутри или вне его.

8.  На прямой  задано  N  точек с координатами X1,X2,...,Xn. Написать программу, которая находит на прямой такую точку z, сумма расстояний от которой до данных N точек минимальна.

9.  На плоскости  расположены N точек, заданные своими координатами. Найти на оси абсцисс точку,  наибольшее из расстояний от которой до выбранных точек было бы минимальным.

10. На плоскости  N  различных  точек заданы своими координатами.  Найти уравнение прямой, делящей это множество точек на 2 равномощных подмножества  (т.е.  на  подмножества с одинаковым количеством элементов).

11. Прямоугольник, стороны которого выражены целыми числами M и N,  разделен на квадраты размером 1х1. Составить программу, которая находит число квадратов, пересекаемых диагональю прямоугольника. Например, у прямоугольника 4х8 диагональ пересекает 8 квадратов (Костанайская городская олимпиада  1999-2000гг
12. Даны координаты вершин треугольника и координаты некоторой точки внутри него. Найти расстояние от заданной точки до ближайшей стороны треугольника.
13. Тима и точки (III этап республиканской олимпиады по информатике 2015г., задача В)
Один очень сильный мальчик по имени Тима поймал Вас на переулке Манхэттена. Единственный шанс уйти без повреждений – решить следующую задачу!

Даны N точек в пространстве. Требуется найти две самые удалённые точки. Расстояние между точками 
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. Решите задачу и спасите себя!

Формат входных данных: В первой строке задано целое число 
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на каждой строке. Все координаты точек находятся в интервале [-106..106].

Формат выходных данных: Одно число – значение максимального расстояния.

Примеры 

	В.in
	В.out

	4
0 9 -8

-2 5 3

6 -6 2

7 1 6
	31


Замечание: Ответ 31, потому что расстояние между 1-й и 3-й точками равно 
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14. Горы (III этап республиканской олимпиады по информатике 2015г., задача С)
       Даша записалась на кружок рисования, и первым её заданием стало нарисовать красивые горы Алматы. В Алматы имеется N гор, и каждую можно представить  в виде равнобедренного прямоугольного треугольника с гипотенузой, расположенной на оси ОХ. Даша ограничена в средствах, поэтому она хочет узнать точное количество краски, которое ей понадобится. Помогите Даше, найдите площадь гор для того, чтобы рассчитать количество необходимой краски. 

Формат входных данных: первая строка входных данных содержит единственное число N 
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Х – координата центра i-ой горы и ее высота соответственно. 

Формат выходных данных: выведите единственное число – площадь гор, занимаемых на рисунке Даши, ответ следует выводить с 4 знаками после точки.  
Примеры

	С.in
	С.out

	2

0 1

1 1
	1.7500

	3

4 3

1 1

2 2
	10.7500

	1

0 1
	1.0000
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