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ВВЕДЕНИЕ
Данное учебное пособие по решению задач посвящено методам решения и качественного исследования задач теории дифференциальных уравнений первого и высшего порядков.
Цель учебного пособия по решению задач теории дифференциальных уравнений – помочь студентам в формировании их математического мышления, выработке практических навыков решения задач из теории дифференциальных уравнений первого и высшего порядков.
В пособии по решению задач должное внимание уделено изложению методов решения типовых задач из теории дифференциальных уравнений первого и высшего порядков; подбору и решению задач, разъясняющих основные идеи, понятия, теоретические факты и их практическое применение; подбору большого числа задач для самостоятельного решения студентами.
Учебное пособие по решению задач «Устойчивость дифференциальных уравнений» охватывает основные разделы теории дифференциальных уравнений первого порядка, и дифференциальных уравнений высших порядков и нелинейных систем дифференциальных уравнений и рекомендован для студентов, изучающих курс дифференциальных уравнений. 
1 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА
1.1 Основные понятия дифференциальных уравнений первого порядка
Дифференциальным уравнением первого порядка называется соотношение вида
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Здесь х – независимая переменная; у=у(х) – неизвестная функция аргумента х; 
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 – заданная функция переменных 
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Уравнение (1) не разрешено относительно производной, а уравнение вида
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где 
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 – заданная функция двух переменных, называется дифференциальным уравнением первого порядка, разрешенным относительно производной. Часто встречается и такая запись дифференциального уравнения первого порядка:


[image: image6.wmf]
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Здесь 
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 – заданные функции переменных х и у.

Решением дифференциального уравнения (1) или (2) на интервале I называется непрерывно дифференцируемая функция 
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, превращающая это уравнение в тождество на I, т.е.
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Для всех 
[image: image12.wmf]I
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. Соотношение Ф(х,у)=0 называется решением уравнения (2) в неявной форме (или интегралом уравнения (2)), если оно определяет у как функцию от х: 
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, которое есть решения уравнения (2).

График решения 
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 уравнения (2) называется интегральной кривой этого уравнения. Проекция графика решения на ось ординат называется фазовой кривой (или траекторией) дифференциального уравнения.

Задача о нахождении решения 
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 уравнения (2), удовлетворяющего начальному условию 
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, называется задачей Коши.

Через каждую точку (х;у) из области определения уравнения (2) проведем прямую, тангенс угла наклона которой к оси абсцисс равен 
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. Это семейство прямых называется полем направлений, соответствующим уравнению (2) (или полем направления функции 
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Интегральная кривая в каждой своей точке касается поля направлений функции 
[image: image19.wmf](
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. Всякая кривая, касающаяся в каждой своей точке направления, имеющегося в этой точке, является интегральной кривой.

Изоклиной называется кривая, во всех точках которой направление поля одинаково. Все интегральные кривые, пересекающие данную изоклину, в точках пересечения наклонены к оси абсцисс под одним и тем же углом.
Задача 1. Убедиться, что функция 
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 является решением уравнения 
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Решение. Так как производная данной функции 
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 =c, то, подставляя в данное уравнение вместо у и 
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т.е., получаем тождество. Следовательно, данная функция у при каждом 
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 является решением указанного уравнения.

Задача 2. Доказать, что при каждом 
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, определяемая соотношением 
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, является решением дифференциального уравнения 
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Решение. Применяя к данному соотношению правило дифференцирования неявной функции, имеем 
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Подставляя найденное значение 
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 в данное дифференциальное уравнение, получим тождество 
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Задача 3. Сколько решений 
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 определяет соотношение 
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Решение. Дифференцируя последнее равенство, получим
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Согласно данному уравнению, в полученном равенстве заменим 
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Таким образам, всякая непрерывно дифференцируемая функция 
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, определяемая соотношением 
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, является решением данного уравнения.

Последнее соотношение определяет две непрерывно дифференцируемые функции 
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, каждая из которых задается формулой 
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Одна из них определенна на промежутке 
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 – на промежутке, где b – корень уравнения 
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Следовательно, указанное в задаче соотношение определяет два решения данного уравнения. Нарисовав интегральные кривые этих решений (Рисунок 1),
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видим, что фазовой кривой одного из этих решений (определенного на промежутке 
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) является полупрямая y<0, а фазовая кривая второго решения (определенного на промежутке 
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Задача 4. Построить интегральные кривые уравнений:

1) 
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Решение. 1) Данное уравнение определенно во всей плоскости хОу, исключая точки прямых х=0 и у=0. в области определения его можно записать в виде
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Поэтому в I и III квадрантах координатной плоскости интегральные кривые – графики функций у=х+С, а во II и IV квадрантах – графики функций у=-х+С (Рисунок 2).
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2) Уравнение не определенно на прямой у=х. В полуплоскости y<x уравнение эквивалентно такому: 
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, т.е. у=х+С. В полуплоскости y>x имеем 
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, т.е. у=-х+С. Интегральные кривые изображены на рисунке 3.

3) Область определения данного уравнения есть верхняя полуплоскость координатной плоскости х у. В указанной области определения уравнения эквивалентно такому:
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Во II квадранте координатной плоскости имеем 
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 или у=с. В I квадранте уравнение можно представить в виде 
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. Интегральные кривые уравнения изображены на рисунке 4. 
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4) Уравнение определенно на всей координатной плоскости. Интегральные кривые этого уравнения изображены на рисунке 5. 
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Задача 5. Составить дифференциальное уравнение семейств кривых: 
1) 
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Решение. 1) Рассматривая в данном соотношении у как неявную функцию от х и дифференцируя по х, имеем 
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. Подставляя в исходное соотношение вместо с последнее выражение, получим искомое уравнение 
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2) Запишем данное уравнение в виде 
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. Дифференцируя это соотношение по х, получаем искомое уравнение
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или 
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Окончательно 
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3) Дифференцируя данное равенство по х, имеем
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Умножив обе части исходного равенства на sinx, а последнего – на cosx и сложив почленно, получим искомое уравнение 
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4) Дифференцируя данное равенство по х, находим
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По условию,
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. Подставляя это выражение вместос в последнее соотношение, получим искомое уравнение
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После упрощений имеем 
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Задача 6. С помощью изоклин построить приближенно интегральные кривые уравнения 
[image: image85.wmf].
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Решение. Заметим, что ось абсцисс является интегральной кривой данного уравнения, а также что интегральные кривые расположены симметрично как относительно оси абсцисс, так и относительно оси ординат. Последнее следует из того, что при замене в данном уравнении х на-х или у на – у оно не изменяется. Поэтому для полного представления о поведении интегральных кривых достаточно исследовать их в I квадранте координатной плоскости. 

Семейство изоклин определяется уравнением
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Поэтому для любой k>0 касательные к интегральным кривым данного уравнения, проведенные в точках прямой 
[image: image87.wmf],
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 образуют с осью абсцисс угол, равный arctgk. Нарисовав несколько изоклин и поле направлений, строим приближенно интегральные кривые уравнения (Рисунок 5).

Задача 7. С помощью изоклин построить приближенно интегральные кривые уравнения 
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Решение. Полагая y′=k, получим уравнения семейства изоклин (x-y)k=x+y. Таким образом, изоклинами являются прямые (k-1)x, проходящие через начало координат. При k=1 получим изоклину y=0 (ось абсцисс), которую интегральные кривые пересекают под углом 
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. При k=0 имеем изоклину y=-x, в точках которой касательные к интегральным кривым параллельны оси абсцисс. Изоклину 
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 интегральные кривые пересекают тоже под углом 
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, при этом касательные в точках прямой x=0 к интегральным кривым образуют угол 
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 с осью абсцисс. Если 
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и перейти к пределу при 
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, то получим изоклину y=x, в точках которой интегральные кривые имеют вертикальные касательные. Построим схематически интегральные кривые исходного уравнения (Рисунок 6).
Задачи и упражнения
В задачах с помощью изоклин начертить (приближенно) решения данных уравнений.
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В задачах составить дифференциальное уравнение данных семейств линий.
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1.2 Уравнения с разделяющимися переменными
Этот тип уравнений является самым простым типом уравнений первого порядка, но вместе с тем очень важным.

Если в дифференциальное уравнение первого порядка 
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[image: image124.wmf]y

¢

 получится уравнение вида
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Так как 
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В частном случае, когда каждая из функций 
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уравнение примет вид
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Это уравнение называется дифференциальным уравнением разделяющимися переменами.

Разделение переменных производится делением обоих частей этого уравнения на произведение 
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. После деления на это произведение уравнение примет вид
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а его общий интеграл запишется так:
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Особые решения уравнения с разделяющимися переменами
Уравнение 
[image: image144.wmf]0
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 может быть переписано так:
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Поэтому, кроме найденного ранее общего интеграла этого уравнение, ему могут также удовлетворять решения, получаемые из уравнения 
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Если эти решения не входят в общий интеграл, то они будут особыми решениями уравнения 
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Задача 8. Найти общие интегралы уравнений, особые решения, а также частные решения, удовлетворяющие начальным условиям:
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Решение. 1) Приведем уравнение к виду 
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. Разделим обе части уравнения на 
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Теперь переменные разделены. Интегрируем обе части уравнения:
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(здесь заменили
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Отсюда общий интеграл запишется так:
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Следует также рассмотреть уравнение 
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. Но решение этого уравнения не являются особыми, так как они получаются из общего интеграла при 
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. (Напоминаем, что особым решением дифференциального уравнения называется такое его решение, которое не может быть получено из общего ни при одном частном значении произвольной постоянной С).

Используя начальное условие, найдем С: подставляем 
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Частное решение, соответствующее начальному условию:
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2) Приведем уравнения к виду 
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. Для этого разделим обе его части на 
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Интегрируя обе части этого уравнения, получим общий интеграл:
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Отсюда
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, так как рассматриваются только арифметические значения корня).

Теперь следует решить вопрос об особых решениях. Для этого рассмотрим уравнение
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Действительных решений это уравнение не имеет, а потому и нет особых решений.

Частное решение получим из условия 
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и частным решением будет 
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3) Обе части уравнения делим на 
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Интегрируя, получим 
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Чтобы рассмотреть вопрос об особых решениях, надо приравнять нулю произведение 
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Решение 
[image: image195.wmf]0

=

y

 является особым решением, так как оно, удовлетворяя уравнению, не может быть получено из общего решения ни при одном частном значении С. Уравнение же 
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Частное решение получим, подставляя в общий интеграл 
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Частное решение 


[image: image199.wmf],

2

7

2

ln

1

2

2

=

+

+

+

y

y

x


или 


[image: image200.wmf]7

ln

1

2

2

2

2

=

+

+

+

y

y

x

.

4) Перепишем уравнение в виде 
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Отсюда, деля обе части уравнения на 
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Интегрируя, найдем общий интеграл
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Чтобы получить особое решение, рассмотрим уравнение 
[image: image207.wmf]0
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 Это решение будет особым, так как оно не может быть получено из общего ни при одном числовом значении произвольной постоянной С.

Частное решение получим из 
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[image: image210.wmf]25

,

0

=

=

y

x

:


[image: image211.wmf]2

;

0

25

5

2

=

+

=

C

C

,

и частным решением будет
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5) Для того, чтобы разделить переменные, разделим обе части уравнения на 
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Отсюда 
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Общий интеграл уравнения


[image: image220.wmf].

sin

y

C

e

x

=


Для решения вопроса об особом решении надо приравнять нулю выражение 
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, на которое мы делим уравнение:
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Отсюда 
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Таким образом, 
[image: image224.wmf]1

;

0

...);

,

2

,

1

,

0

(

=

=

±

±

±

=

=

x

x

k

k

y

p

.

Но из общего интеграла при 
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 получаем 
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 является не особым решением, а частным. При 
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 также не особое решение, а частное. При 
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, и поэтому эти решения не особые, а частные. Таким образом, решения 
[image: image234.wmf]0

=

x

; 
[image: image235.wmf]1

=

x

 и 
[image: image236.wmf]p

k

y

=

 «подозрительные» на особенность являются попросту частными решениями. Значит, особых решений уравнение не имеет.

Чтобы найти частное решение, подставим в 
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Поэтому частным решением будет 
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6) Перепишем уравнение в виде 
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Разделим обе части уравнения на 
[image: image242.wmf]2

1

y

-

 и умножим на 
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Интегрируем обе его части:
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Отсюда 
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Рассмотрим каждый из этих случаев в отдельности.
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Общей интеграл: 
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Общей интеграл: 
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Чтобы решить вопрос об особом решении, приравняем нулю выражение 
[image: image255.wmf]2
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, на которое мы делили обе части уравнения: 
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Эти решения являются особыми, так как не могут быть получены из общего ни при одном числовом значении произвольной постоянной С.

Задачи и упражнения
Решить уравнения:
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1.3 Составление дифференциальных уравнений
Решение задач прикладного характера обычно состоит из трех частей:

1) Составления дифференциального уравнения

2) Решения этого уравнения

3) Исследования решения

При решении геометрических задач полезно пользоваться следующей последовательностью действий:

1) Сделать чертеж и ввести обозначения. Напримеру = f(x) – уравнение искомой линии и т.п.

2) Отделить условия, имеющие место в произвольной точке искомого геометрического места, от условий, имеющих место лишь в отдельно фиксированных точках. Другими словами, выделить начальные условия. Их в начале составления дифференциального уравнения не учитывать.

3) Выразить все упомянутые в задаче величины через х, у и [image: image272.png]


. Учитывая при этом геометрический смысл производной.

4) На основании условия задачи составить дифференциальное уравнение семейства искомых кривых

5) Найти общее решение полученного дифференциального уравнения, а затем по начальным условиям найти конкретную интегральную кривую.

Задача 9. Найти уравнение кривой проходящей через точку Р (1;2) для которой отрезок касательной между точкой касания и осью Ох делится пополам в точке пересечения с осью Оу.

Решение. Пусть М(х;у) – произвольная точка искомой кривой, А – точка пересечения касательной с осью Ох, В – точка пересечения ее с осью Оу, С – проекция точки М на ось Ох (Рисунок 7).
[image: image2596.png]



Обозначив через [image: image274.png]


 угол образованный касательной с положительным направлением оси Ох, будем иметь 
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C другой стороны следует, что


[image: image276.wmf]AC
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Выразим последнее отношение через текущие координаты точки М. Так как МС[image: image278.png]


ВО, то [image: image280.png]


 = [image: image282.png]


, в ОС=х, АВ=ВМ, поэтому АО=х и АС=АО+ОС=2х. Кроме того, СМ=у. Таким образом, 
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Это дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. Разделяем переменные и интегрируем:

[image: image285.png]f

dy



=[image: image287.png]


.
Мы получаем:

[image: image288.png]I *11 +1lC
ny =sinx+zin




или

[image: image290.png]2Iny = InCx



, [image: image292.png]


= Сх.
Таким образом, общее решение полученного дифференциального уравнения имеет вид: [image: image294.png]


= Сх. Оно определяет семейство парабол, проходящих через начало координат, с осью симметрии Ох.

Из полученного семейства интегральных кривых выделим теперь искомую кривую, удовлетворяющую начальному условию, т.е. проходящую через точку Р (1;2).

Подставляя значения х = 1 у = 2 в общем решение [image: image296.png]


 = Cх. Получим С = 4. Таким образом, уравнение кривой имеет вид: [image: image298.png]


 = 4х.
Задача 10. По какой поверхности вращения следует отшлифовать зеркало прожектора, чтобы все лучи, выходящие из источника света, помещенного в точке О на оси вращения отражались бы зеркалом параллельно этой оси. (Рисунок 8)

Решение. Возьмем меридианное сечение поверхности вращения. Выберем начало координат в точке О, ось Ох направим по оси вращения. Обозначив угол, образованный осью Ох и касательной АТ в произвольной точке сечения М(х;у), через [image: image300.png]


. Тогда по условию задачи [image: image302.png]


SMТ = [image: image304.png]


. Но [image: image306.png]


OMN = [image: image308.png]


SMN (угол падения равен углу отражения), поэтому [image: image310.png]


ОМА = [image: image312.png]


SMТ = [image: image314.png]


. Таким образом треугольник ОАМ равнобедренный и АО = ОМ. Отрезок АО = АР – ОР = у
[image: image315.wmf]a

ctg


 – х, но ,[image: image320.png]


 поэтому АО = - х, ОМ = [image: image322.png]


 и мы получаем дифференциальное уравнение:

[image: image324.png]


 - х = [image: image326.png]


.
Или в дифференциалах

ydx – (x+ [image: image328.png]


)dy = 0.
Это однородное уравнение. Подстановкой х=у[image: image330.png]


 и соответственно 
dx = udy + ydu.
Приводим его к уравнению с разделяющимися переменными:

y(udy + ydu) = (uy + [image: image332.png]


)dy,
которое преобразуется к виду:

[image: image334.png]


 = [image: image336.png]


.
Отсюда находим:

[image: image338.png]In(u +VuZ + 1)



 = [image: image340.png]Iny



-[image: image342.png]InC




или

[image: image344.png]u+Vu? + 1



 = [image: image346.png]c



.
Упростим полученное уравнение мередианного сечения, уничтожив иррациональность:

[image: image348.png]C+w?



 = [image: image350.png]


+1,
[image: image352.png]


 - [image: image354.png]


 = 1.
Заменяем переменную u через её значение 

:

[image: image358.png]


- сy[image: image360.png]


 = 
[image: image361.wmf]2

c


или окончательно:

[image: image363.png]


 = 2с( x+[image: image365.png]


).
Мы получим семейство парабол с осью симметрии, совпадающий с осью Ох с параметром р=с и вершиной, лежащей на расстоянии [image: image367.png]


 влево от начала координат. Следовательно, искомая поверхность вращения – параболоид вращения.

При решении задач с физическим содержанием, так же как в случае решении геометрических задач, можно рекомендовать следующую последовательность действий:

1. Установить, какому закону подчиняется рассматриваемый процесс.

2. Решить, что выбрать за независимое переменное, например время t , и что за искомую функцию, например S = f(t).
3. Исходя из условий задачи, определить начальные условия. Например, [image: image369.png]


 = f([image: image371.png]


).
4. Выразить все фигурирующие в задаче величины через t, S, [image: image373.png]


. Используя при этом физический смысл производной как скорость изменения переменной S в изучаемом процессе.

5. Исходя из условий задачи и на основании физического закона, которому подчиняется данный процесс, составить дифференциальное уравнение.

6. Найти общий интеграл дифференциального уравнения.

7. По начальным условиям найти частное решение.

Задача 11. Сосуд объемом 40 л. Содержит воздух (80% азота и 20% кислорода). В сосуд втекает каждую секунду 0,2 л. Азота, который непрерывно размешивается и вытекает такое же количество смеси. Через какое время в сосуде будет 99% азота?

Решение. Выберем в качестве аргумента время t и обозначим через x(t) количество литров азота в сосуде через t сек после начала опыта.

Рассмотрим промежуток времени [image: image375.png]At



 и найдем изменение количества азота в сосуде за этот промежуток времени. Если в одну секунду втекает 0,2 л азота, то за [image: image377.png]At



 сек втечет 0,2 [image: image379.png]At



 л азота. Чтобы подсчитать, сколько азота вытечет за это время, заметим, что количество азота в сосуде не остается постоянным. В момент t в 40-литровом сосуде содержится x(t) л азота, значит в 1 л смеси содержится [image: image381.png]x(t)
20



 л азота, и если в течение этого времени количество азота в сосуде x(t) не менялось, то в вытекающем за время [image: image383.png]At



 количество смеси (0,2 [image: image385.png]At



л) содержалось бы [image: image387.png]x(t)
20



 * 0,2 [image: image389.png]At



 л азота.

Изменение количества азота за время от t до t +[image: image391.png]At



. т.е. x(t + [image: image393.png]At



) - x(t) равно разновидности количества поступившего и вытекшего азота:

[image: image395.png]Ax(t)



 = x(t +[image: image397.png]At



) - x(t) [image: image399.png]~ 0,2 At



- [image: image401.png]x(t)
20



 * 0,2 [image: image403.png]At



.
Отсюда следует что

[image: image405.png]*~02



- [image: image407.png]40



.
Причем это равенство тем более точно, чем ближе [image: image409.png]At



 к нулю. Так как [image: image411.png]limy, o 2
620 3



 = [image: image413.png]dat



,
то получаем дифференциальное уравнение

[image: image415.png]dat



= [image: image417.png]0,2



- [image: image419.png]40



.
Решая это уравнение, получаем

x= 40 + C[image: image421.png]


. 





Используя начальные условия

x(0) = 40 * 0,8 = 32.

Находим значение произвольной постоянной С. Имеем:

32=40+С [image: image423.png]


; С=-8.
Подставляя С=-8 в равенство найдем закон, по которому определяется содержание азота в воздухе в любой момент времени

x = 40 - 8[image: image425.png]


.
Пользуясь последним равенством, найдем через какое время сосуд будет содержать 99% азота, т.е. 39,6 л. Имеем

39,6 = 40 - 8[image: image427.png]


, [image: image429.png]


 = 0,05, [image: image431.png]


 = 20,

t = 200 [image: image433.png]In20~



 200 * 2.9957 [image: image435.png]


 600 сек.

Задачи и упражнения

42. Найти кривые, касательные к которым в любой точке образуют равные углы с полярным радиусом и полярной осью. 

43. В баке находится 100 л раствора, содержащего 10 кг соли. В бак непрерывно подается вода (5 л в минуту), которая перемешивается с имеющимся раствором. Смесь вытекает с той же скоростью. Сколько соли в баке останется через час? 
1.4 Однородные дифференциальные уравнения

Функция F(x.y) называется однородной степени k, если для всех [image: image437.png]A>0



 выполняется равенство [image: image439.png]F(Ax,Ay) = 2*F(x,y)



. Примером однородной функции может служить любая форма (однородный многочлен) степени k.

Функции

[image: image440.png]X—y x*+xy
x+y x—y

x% +y? —xy,xkhy + y



.

являются однородными соответственно степени 0, 1 ,2, k.

Дифференциальное уравнение

[image: image441.png]=

=fxy)



.

называется однородным, если [image: image443.png]f(x,y)



 – однородная функция степени нуль. Уравнение [image: image445.png]A(x,y)dx + B(x,y)dy = 0



 является однородным, если [image: image447.png]A(x,y)



 и [image: image449.png]B(x,y)



 однородные функции одной и той же степени.

Областью определения однородного уравнения не обязательно должна быть вся координатная плоскость без точки О. Однородные уравнения можно рассматривать в любой однородной (инвариантной относительно растяжений) области, например в угле с вершиной О, и т.д.

Замена y=xz приводит уравнения к уравнению с разделяющимися переменными. Однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными также в полярной системе координат: [image: image451.png]X =pcosg,y =psing



.

К однородным уравнениям приводятся уравнения вида

[image: image452.png]£

ax+by+e;
a,x+ b,y + ¢,

)




.
Это достигается линейной заменой

[image: image453.png]X =%Xo+t,y =2+,




где [image: image455.png]X0,Yo



 – координаты точки пересечения прямых

[image: image457.png]a,x+b,y+¢,



 и [image: image459.png]a,x + b,y +c,



.

Если же указанные прямые не пересекаются, то в этом случае [image: image461.png]az by



 и уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными с помощью замены 

[image: image462.png]



Функция [image: image464.png]g(x,y)



 называется квазиоднородной степени k, если при некоторых [image: image466.png]


 и [image: image468.png]


 имеет место равенство [image: image470.png]g2*x, 2 y) = 2 g(x,y)



 для всех [image: image472.png]A>0



.

Квазиоднородные степени складываются при умножении функций, эти степени называются весами. Таким образом, x имеет вес [image: image474.png]


, y – вес [image: image476.png]


, [image: image478.png]


– вес [image: image480.png]a+2p



 и. т. д.

Дифференциальное уравнение

[image: image481.png]d:
=Y




называется квазиоднородым (с весами 
[image: image482.wmf]a

 и 
[image: image483.wmf]b

), если функция [image: image485.png]f(x,y)



 является квазиоднородным (с весами 
[image: image486.wmf]a

 и 
[image: image487.wmf]b

 [image: image490.png]


) степени , т.е. выполняется равенство вида [image: image492.png]f(Ax, A y) = #-2f(x,y)



.

Заменой [image: image494.png]


 квазиоднородное уравнение приводится к однородному, однако, практически более удобно пользоваться заменой [image: image496.png]


, приводящей квазиоднородное уравнение к уравнению с разделяющимися переменными.

Задача 12. Найти общее решение (общий интеграл) уравнения
[image: image497.png]dy _xy+yie™F



.
Решение. Данное уравнение является однородным. Положив y=xz, получим 
[image: image499.png]kS etz dx =
xFrz=z+zie i, =T, eV =lnlx|-C, er+inlx|=C



.

Задача 13. Найти общее решение (общий интеграл) уравнения.

[image: image501.png]z—ymsidxnmsfﬂy: 0



.

Решение. Введем замену y=xz. 
Имеем 
[image: image503.png](x — xz cos z)dx + x cos z(xdz + zdx) = 0




или 
[image: image505.png]dx + xcoszdz = 0 ,%erszdz: 0



.
Интегрируя, получим [image: image507.png]In|x| + sinz



.

Значит, [image: image509.png]In|x| +sin = C



.

Задача 14. Решить уравнение [image: image511.png]dy

2(;

y+1

+y—2.

)



.

Решение. Введем замену y+1=z, x-3=t; получим однородное уравнение [image: image513.png]% =2 ((.ei)Z)




. Пусть z=tu, тогда

[image: image514.png]tdu+7 2u? tdu+7 u+u? _
dt . (1+w?’ dt ' (1+w)?





Отсюда получаем [image: image516.png]Inlu| + 2arctgu + In|t| = InC, ut = Ce 2979



.

Возвращаясь к переменным x и y, имеем [image: image518.png]y+1=Ce™

2arctg’]



, или [image: image519.png]v+1
s
exp|2arctg? "L
X




Задача 15. Решить уравнение (2x-4y+6)dx+(x+y-3)dy=0.
Решение. Данное уравнение приводится к однородному. Для этого найдем точку пересечения прямых 2x-4y+6=0 и x+y-3=0. Из системы уравнений [image: image521.png]


, находим x0=1, y0=2.

В данном уравнении произведем замену переменных x=t+1, y=z+2; получим однородное уравнение (2t-4z)dt+(t+z)dz=0. В последнем уравнении положим z=ut. Имеем 2t(1-2u)dt+t(1+u)(udt+tdu)=0, или (2-3u+u2)dt+t(1+u)du=0. Выражение 2-3u+u2 равно нулю при u=1 и u=2, поэтому функции u=1 и u=2 являются решениями этого уравнения.

Остальные решения найдем, разделяя переменные: [image: image523.png]dt
t

1+u

7 3utu?

du



.

Так как [image: image525.png]


, то предыдущее уравнение запишем в виде

[image: image526.png]dt
t

3

(=
(u 2 u—1

)du*03




Интегрируя, имеем [image: image528.png]


, или [image: image530.png]


.

Возвращаясь к переменным x и y, получим

(z-2t)3=C(z-t), (y-2x)3=C(y-x-1)2.

Функциям u=1 и u=2 в переменных x и y соответствуют решения исходного уравнения y=x+1 и y=2x.

Решение y=2x получаем из (z-2t)3=C(z-t), (y-2x)3=C(y-x-1)2 при C=0.
Задача 16. Решить уравнение (2x-4y+6)dx+(x+y-3)dy=0.
Решение. Уравнение становится однородным, если положить [image: image532.png]x

t—1ly=z-2,



 поэтому замена переменных [image: image534.png]x

t—1,y=ut—2,



 приведет данное уравнение к уравнению с разделяющимися переменными: [image: image536.png]ut—2-2(t—

t%+u:u+t‘g =tg(u—2).

a




Функция [image: image538.png]u=2+kmn(k€Z)



 является решением полученного уравнения. Другие его решения найдем, разделяя переменные:

[image: image539.png]du dt .
G~ Mlsin= ] =il + inC,



,
или [image: image541.png]sin(u—2) = Ct,C €R.




Решения [image: image543.png]u=2+kn



 получаем из предыдущей формулы при [image: image545.png]


.

Переходя к переменным [image: image547.png]


 и [image: image549.png]


, получим [image: image551.png]ra Y—2X
sin" = C(x+1).




Задача 17. Убедиться, что уравнение [image: image553.png]axtyt
25ty




 является квазиоднородным, и решить его.

Решение. Пусть [image: image555.png]


 имеет вес [image: image557.png]


, [image: image559.png]


 – вес [image: image561.png]


. Чтобы данное уравнение было квазиоднородным, необходимо, чтобы  [image: image563.png]Sy, B
2250+ B sy, 22ty




 т.е. чтобы система уравнений [image: image565.png]ba—4a—B=4—4a—B=F—a



 была совместной. Решая эту систему, находим, что ее решениями служат любые пары чисел [image: image567.png](a,B)



, связанных соотношением [image: image569.png]


 Таким образом, исходное уравнение является квазиоднородным. Оно приводится к уравнению с разделяющимися переменными с помощью замены [image: image571.png]y = ux

3/2,



 В самом деле, произведя указанную замену в исходном уравнении, получим

[image: image572.png]6 —u*x® —u*
AU sjp  Bpag, B WS du 3 4-u

s —utt du 3
dx 2 2w e T2V T T,




 [image: image573.png]Zudn gy,
W+ -1 x rTE



 [image: image574.png][w? =1| u -1
g 5kl =inG, o

x5 =C,CER




Согласно замене [image: image576.png]y = ux

32,



 имеем [image: image578.png]


, поэтому [image: image580.png]



Задача 18. Проинтегрировать дифференциальное уравнение [image: image582.png]



Решение. Прежде всего, следует убедиться, что это уравнение однородное. Заменив [image: image584.png]


 на [image: image586.png]kx



, а [image: image588.png]


 на [image: image590.png]


, заметим, что уравнение не изменилось. Это и доказывает, что оно однородное.

Сделаем подстановку [image: image592.png]


. Тогда [image: image594.png]Ux+u




, и уравнение перепишется так:
[image: image595.png]. O +udx
ux U+ ———





или, сокращая на [image: image597.png]



[image: image598.png]. 1+
WX +u+





откуда 

[image: image600.png]


.

Теперь мы получили уравнение с разделяющимися переменными, которое после разделения переменных запишется следующим образом

[image: image601.png]_ du—
T+22™=%




Интегрируя, получаем:

[image: image602.png]1
—iln(l +2u?) = In|x| + In|C|;




[image: image603.png]In(1+ 2u?)™t = 4In|x| + 4 In|C],




или, переходя от логарифмов к числам, т.е. потенцируя, находим

[image: image604.png]Trow =¥




Заменим теперь [image: image606.png]


 на [image: image608.png]


 и получим

[image: image609.png]



Сократим на [image: image611.png]


 тогда
[image: image613.png]


.

Это решение удобнее записать в виде [image: image615.png]e




 или [image: image617.png](% +2y%) =2



.

Заменяя [image: image619.png]


 на [image: image621.png]


 получаем [image: image623.png]x?(x?
x*+2y3)=¢



.

Задача 19. Проинтегрировать дифференциальное уравнение

[image: image624.png]xydy — y2dx = (x + y)? e wdx.





Решение.
В том, что уравнение однородное, легко убедиться, заменив [image: image626.png]


 на [image: image628.png]kx



, а [image: image630.png]


 на [image: image632.png]


. Замечаем, что при этом уравнение не изменилось. Перепишем его для удобства в виде [image: image634.png][(x+ x
¥)%e i’+y2]dzfxyd
y =0



 и сделаем подстановку [image: image636.png]


, из которой следует, что

[image: image638.png]dy = udx + xdu.




Уравнение перепишется в виде

[image: image639.png][(x +ux)?e™ +u?x?]dx — ux?(udx + xdu) =





Разделив обе его части на [image: image641.png]


, получим уравнение

[image: image642.png][(1+w)?e™ + u?]ldx — u(udx + xduw),




или
[image: image644.png][(1+uw)?e™ +u? —u?ldx — uxdu =0



.

Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделяя их, получим уравнение 
[image: image646.png]



Интеграл [image: image648.png]udu uedu
revorveriall Fovenr il





Поэтому получаем [image: image650.png]


, или [image: image652.png]Inx +InC=




.

Заменяя [image: image654.png]


 на [image: image656.png]


, получаем [image: image658.png]


 ,
и окончательно

[image: image659.png](x +y) InCx = xe.




Задачи и упражнения

Решить уравнения:

44. [image: image661.png](x+2y)dx—xdy =0



 .
45. [image: image663.png](x—y)dx+ (x+y)dy =0



.
46. [image: image665.png](y?2

X))

Ndx +

x2
dy=0



 .
47. [image: image667.png]2x%y = y(2x* —y?



 .
48. [image: image669.png]y?

+
xZ
'
=Xyy



 .
49. [image: image671.png]2
(2 +y2)y' =2xy



.
50. [image: image673.png]xy' —y= xty(f)



.
51. [image: image675.png]xy' =y — xex



.
52. [image: image677.png]xy'—y=G+)h™



.
53. [image: image679.png]xy =y cosln?



 .
54. [image: image681.png](v + J/xy)dx = xdy



 .
55. [image: image683.png]xy =2 —y2+y



 .
56. [image: image685.png](2x—4y+6)dx+ (x+y—3)dy=0



 .
57. [image: image687.png]2x+y+1dx— (4x+ 2y —3)dy=0



 .
58. [image: image689.png]—x+2)y
x—y—1+(



.
59. [image: image691.png](x+4y)y' =2x+3y—5



.
60. [image: image693.png](y +2)dx= (2x +y —4)dy



.
61. [image: image695.png]vi=2(22)




.
62. [image: image697.png]3 PAC AL
G+ DinT =17



.
63. [image: image699.png]y'

y+z
x+1

+tg

y-2x
41



.
64. [image: image701.png]3y
—x) =y
2



.
65. [image: image703.png]2x2y = y* + xy



.
66. [image: image705.png]2xdy + (x?y*+ 1)ydx = 0



.
67. [image: image707.png]ydx + x(2xy+ 1)dy = 0



.
68. [image: image709.png]2y’ +x =4y



.
69. [image: image711.png]


.
70. [image: image713.png]


.
71. [image: image715.png]Sy =X =y +y?



.
72. [image: image717.png]2y + (x?y+ Dxy' =0



.
1.5 Линейные дифференциальные уравнения 

Уравнение 
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называется линейным. Существуют несколько методов решения этого уравнения.

Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа). Рассмотрим однородное уравнение


[image: image719.wmf]0
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.
Его решения имеют вид 
[image: image720.wmf]ò
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. Решения исходного уравнения ищем в виде
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Подставляя (4) в (3), для определения 
[image: image722.wmf])
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получим уравнение
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Отсюда
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(5)

где С – произвольная постоянная. Подставляя 
[image: image725.wmf])
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 из (5) в (4), находим все решения уравнения (3):


[image: image726.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

ò

ò

ò

-

dx

e

x

b

C

e

y

dx

x

a

dx

x

a

)

(

)

(

)

(

.


(6)

Любое решение 
[image: image727.wmf])
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 линейного уравнения (6), проходящее при 
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, можно записать так:
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Метод Бернулли
Решение уравнения (3) ищем в виде 
[image: image731.wmf])
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. Выберем в качестве 
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 одно из решений уравнения 
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 находим из уравнения
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, где С – произвольная постоянная. Перемножая 
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Метод интегрирующего множителя
Умножим обе части уравнения (3) на 
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Интегрируя, получим
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Некоторые уравнения становятся линейными, если х считать функцией, а у – аргументом. Так, нелинейное уравнение 
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 решается аналогично уравнению (3), если его представить в виде 
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К линейным уравнениям приводятся уравнения вида


[image: image748.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

'

x

b

x

a

y

f

dx

dy

y

f

=

+


с помощью замены 
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которое можно записать в виде
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заменой 
[image: image752.wmf]n
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 приводится к линейному уравнению. Однако решения уравнения Бернулли удобней искать в виде 
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Уравнение 
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 называется уравнением Риккати. Это уравнение в общем случае не решается в квадратурах. Если известно одно частное его решение 
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 уравнение Риккати сводится к уравнению Бернулли.

Задача 20. Решить уравнение 
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Решение. Ищем решение этого уравнения в виде произведения двух функций: 
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Выберем функцию 
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Следовательно, все решения исходного уравнения определяются формулой 
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Задача 21. Решить уравнение 
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Решение. Решаем соответствующее однородное уравнение:
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Решение исходного уравнения ищем в виде
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Имеем 
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Следовательно, 
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Задача 22. Найти частное решение дифференциального уравнения


[image: image773.wmf],

cos

sin

cos

'

x

x

x

y

y

=

+


удовлетворяющее начальному условию 
[image: image774.wmf].
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Решение. Это линейное дифференциальное уравнение первого порядка, так как искомая функция у и ее производная у' содержатся в этом уравнении в первой степени. Областью его решений является область непрерывности его коэффициентов
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т.е. вся числовая ось. Линейное уравнение можно интегрировать способом вариации произвольной постоянной. Найдем сначала общее решение линейного однородного уравнения, соответствующего данному неоднородному:
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В этом уравнении переменные разделяются:
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Интегрируя, получим:
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Общее решение заданного неоднородного уравнения будем искать в том же виде, только произвольную постоянную будем считать уже функцией от х, т.е. будем искать общее решение неоднородного уравнения в виде:
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Дифференцируя левую и правую части, получим: 
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Подставив полученные значения у и у' в заданное уравнение 
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Отсюда получаем:
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Выполняя интегрирование, получим:
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Таким образом, общим решением данного уравнения является


[image: image787.wmf][

]

x

x

x

e

C

x

e

C

x

e

y

sin

1

sin

1

sin

1

sin

)

1

(sin

-

-

+

-

=

+

-

=

.
Найдем теперь искомое частное решение. Подставляя в полученное общее решение начальные условия у = 0 при х = 0, имеем:


[image: image788.wmf]0

sin

1

1

0

sin

0

-

+

-

=

e

C

,
или 
[image: image789.wmf]1

1

=

C

. Таким образом, искомое частное решение имеет вид:
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Задача 23. Найти общий интеграл уравнения
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Решение. Эго уравнение не является линейным, если считать искомой функцией у, но оно оказывается линейным, если считать искомой функцией х, а аргументом у. В самом деле, уравнение эквивалентно уравнению
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Для решения этого уравнения воспользуемся способом подстановки. Положим 
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Теперь потребуем, чтобы в этом уравнении выражение в скобках обратилось в нуль, т.е. чтобы 
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Подставляя найденное значение 
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Но 
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Это и есть общее решение дифференциального уравнения.

Задача 24. Решить дифференциальное уравнение 
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Решение. Это уравнение Бернулли (левая часть у него такая же, как и у линейного уравнения, а в правой части стоит выражение 
[image: image810.wmf])
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 – пос​тоянное число, в нашем примере 
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Для интегрирования этого уравнения воспользуемся подстановкой: 
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Подставляем эти значения у и у' в заданное уравнение:
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Потребуем, чтобы 
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Подставляем найденное значение 
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 в уравнение, получим:
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Выполняя интегрирование, получаем: 
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Так как 
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Это и есть общий интеграл заданного уравнения Бернулли. Кроме того, наше уравнение имеет еще очевидное решение у = 0.

Задачи и упражнения
Решить дифференциальные уравнения:
73. 
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1.6 Уравнения в полных дифференциалах
Уравнение
[image: image839.png]M(x,y) + N(x,y)dy =0



(7)

называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть является полным дифференциалом некоторой функции 
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Для того чтобы уравнение (7) было уравнением в полных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы
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Если известна функция, полным дифференциалом которой является левая часть уравнения (7), то все решения этого уравнения удовлетворяют условию 
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 – произвольная постоянная.

Чтобы найти функцию 
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Интегрируя первое из этих равенств по 
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, определим функцию 
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где 
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 – произвольная дифференцируемая функция; 
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Интегрирующим множителем для уравнения

(11)

называется такая функция 
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, после умножения, на которую уравнение (11) превращается в уравнение в полных дифференциалах. 
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 – интегрирующий множитель уравнения (11), то уравнение 
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 является уравнением в полных дифференциалах:
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т.е. интегрирующий множитель есть решение уравнения
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В некоторых частных случаях уравнение (12) упрощается и интегрирующий множитель для уравнения (11) легко найти. Рассмотрим несколько таких случаев. 

1. Если уравнение (11) имеет интегрирующий множитель, зависящий только от 
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2. Если уравнение (11) допускает интегрирующий множитель как функцию одной переменной 
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3. Если уравнение (11) имеет интегрирующий множитель вида 
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Пусть 
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 – интегрирующий множитель уравнения (11) и 
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 – соответствующий ему интеграл этого уравнения. Тогда все интегрирующие множители уравнения (11) выражаются формулой 
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 – произвольная непрерывно дифференцируемая функция.

Используя это утверждение, интегрирующий множитель иногда удается найти следующим образом. Представим уравнение (11) в виде
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и предположим, что удалось найти интегрирующие множители 
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Если удается подобрать функции 
[image: image886.wmf](

)

z

*

1

j

 и 
[image: image887.wmf](

)

z

*

2

j

 так, что 
[image: image888.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

y

x

U

y

x

m

y

x

U

y

x

m

,

,

,

,

2

2

2

1

1

1

*

*

=

´

j

j

, то 
[image: image889.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

y

x

U

y

x

m

y

x

m

,

,

,

1

1

1

*

=

j

 – интегрирующий множитель уравнения (5).

Задача 25. Решить дифференциальное уравнение
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Решение. Покажем, что данное уравнение относится к классу уравнений в полных дифференциалах. Действительно,
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Отсюда находим:
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 непрерывна во всей плоскости, то данное уравнение является уравнением в полных дифференциалах. Его общее решение можно записать в виде криволинейного интеграла
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Выбирая путь интегрирования в виде ломанной 
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В нашем случае, выбирая 
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а потому общий интеграл принимает вид:
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Выполняя интегрирование, получаем ответ в виде
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Если бы мы выбрали в качестве точки 
[image: image905.wmf]M

 другую точку плоскости, то получили бы ответ, отличающийся лишь видом произвольной постоянной.

Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах могут быть решены другим методом. Проиллюстрируем этот метод на следующем примере.

Задача 26. Решить дифференциальное уравнение
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Решение. Это дифференциальное уравнение в полных дифференциалах. В самом деле, обозначая 
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а это и есть необходимое и достаточное условие того, что выражение
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является полным дифференциалом некоторой функции 
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Следовательно, чтобы проинтегрировать данное дифференциальное уравнение, нужно найти такую функцию, для которой левая часть дифференциального уравнения будет полным дифференциалом. Пусть такой функцией будет 
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Интегрируя левую и правую части по 
[image: image918.wmf]x

, получим:


[image: image919.wmf](

)

(

)

(

)

ò

+

+

=

+

=

y

y

x

x

dx

xy

x

y

x

u

j

2

2

3

2

2

3

6

3

;

.

Здесь мы произвели интегрирование, считая 
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 постоянной, а в качестве произвольной постоянной взяли функцию от 
[image: image921.wmf]y

, так как при дифференцировании по 
[image: image922.wmf]x

 мы считаем 
[image: image923.wmf]y

 постоянной и производная по 
[image: image924.wmf]x

 от выражения, в которое не входит 
[image: image925.wmf]x

, равна нулю.

Таким образом, мы нашли функцию 
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Чтобы найти 
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Находим 
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Сравнивая эти два выражения для 
[image: image934.wmf]y

u

¶

¶

, получаем:


[image: image935.wmf](

)

3

2

2

4

6

6

y

y

x

y

y

x

+

=

¢

+

j

,

откуда


[image: image936.wmf](

)

3

4

y

y

=

¢

j


и


[image: image937.wmf](

)

ò

=

=

4

3

4

y

dy

y

y

j

.

Подставляя найденное значение 
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которая определена с точностью до произвольной постоянной (мы произвольную слагаемую интегрирования положили равной нулю).

Общим интегралом данного дифференциального уравнения будет:
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в нашей задаче
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Задача 27. Решить уравнение 
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Решение. Выясним, имеем ли данное уравнение интегрирующий множитель как функцию одной переменной. Вычислим
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Значит, 
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Умножая исходное уравнение на 
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Записав его в виде
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имеем 
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Задача 28. Решить уравнение 
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Решение. Здесь 
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Следовательно,
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Уравнение 
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 является уравнением в полных дифференциалах.

Представим его в виде
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Тогда 
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Задача 29. Решить уравнение 
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, если известно, что оно имеет интегрирующий множитель как функцию от 
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Решение. Интегрирующий множитель найдем по формуле (13), полагая в ней 
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Умножив исходное уравнение на 
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Решим его:
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Задача 30. Решить уравнение
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Решение. Перепишем уравнение в виде


[image: image984.wmf](

)

(

)

0

2

2

2

2

=

-

+

-

+

-

ydx

xdy

dy

y

x

y

dx

y

x

x

.

Рассмотрим уравнение
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Его интегрирующий множитель 
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Имеет интегрирующий множитель 
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Умножая обе части исходного уравнения на 
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Задачи и упражнения
Решить уравнения, найдя каким-либо способом интегрирующий множитель или сделав замену переменных.
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1.7 Дифференциальные уравнения, не разрешенные относительно производной

Дифференциальное уравнение первого порядка, не разрешенное отно​сительнопроизводной, имеет вид
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При решении такого уравнения желательно разрешить его относительно 
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Однако не всегда уравнение (17) разрешается относительно 
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 и еще реже полученные после разрешения относительно 
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 уравнения (18) легко интегрируются. Поэтому уравнения вида (17) часто приходится решать методом введения параметра. Рассмотрим простейший вариант этого метода. 

Пусть уравнение (17) легко разрешается относительно у или относительно х, например его можно записать в виде
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Взяв полный дифференциал от обеих частей последнего равенства и заменив 
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Если найдем решения этого уравнения 
[image: image1048.wmf])
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Примерами уравнений, которые решаются изложенным выше методом, являются уравнения Лагранжа 
[image: image1050.wmf])
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Задача Коши
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 для уравнения (17) имеет единственное решение (точка 
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 является точкой единственности решения), если не существует двух интегральных кривых уравнения (17), которые проходили бы через точку 
[image: image1054.wmf])
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 и имели бы в этой точке общую касательную. В противном случае в точке 
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 единственность решения задачи Коши нарушается (точка 
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 является точкой неединственности решения задачи Коши).

Достаточные условия существования и единственности решения задачи Коши для уравнения (17) определяет следующая теорема.

Теорема. Пусть функция 
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 и непрерывно дифференцируема по у и у', а ее производная по у' отлична от нуля.
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Тогда существует единственное решение 
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, определенное в достаточно малой окрестности точки 
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Как и уравнения, разрешенные относительно производной, уравнения вида (17) могут иметь особые решения, т.е. такие решения, соответствующая интегральная кривая которых целиком состоит из точек неединственности.

Если функция
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 непрерывна по 
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 и непрерывно дифферен​цируема по у и у', то особое решение уравнения (17), если оно имеется, удовлетворяет системе уравнений
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Поэтому, чтобы отыскать особые решения уравнения (17), из системы уравнений (19) надо исключить у'. Полученное при этом уравнение 
[image: image1070.wmf](
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 определяет дискриминантную кривую. Для каждой ветви дискриминантной кривой необходимо проверить, является ли эта ветвь решением уравнения (17), и если является, то окажется ли это решение особым, т.е. состоит ли соответствующая ему интегральная кривая из точек неединственности.
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 непрерывно дифференцируема, то огибающая входит в составдискриминантной кривой, определяемой системой уравнений
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Некоторая ветвь дискриминантной кривой заведомо является огибающей, если
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В общем случае, чтобы узнать, является ли ветвь
[image: image1077.wmf])
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 дискри​минантной кривой огибающей (особой интегральной кривой), следует выяснить, касаются ли ее в каждой точке кривые семейства 
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 Если они являются интегральнымикривыми уравнения 
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пересекают кривые данного семейства под одним и тем же углом 
[image: image1081.wmf]a

, для которого 
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Задача 31. 
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Решение. Поскольку 
[image: image1086.wmf])
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, Его решения имеют вид 
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Задача 32. 
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Решение. Представим данное уравнение в виде
[image: image1089.wmf]0

)

'

)(

'

(

2

=

-

+

xy

y

y

y

. Следовательно, исходное уравнение эквивалентно совокупности двух уравнений:
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Задача 33. 
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 и нарисовать его интегральные кривые. Нарушается ли в каких-либо точках плоскости 
[image: image1097.wmf]xOy

 единственность решения этого уравнения?

Решение. Данное уравнение эквивалентно совокупности двух уравнений 
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. Решениями этих уравнений служат соответственно семейства функций 
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Через каждую точку 
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 проходят две интегральные кривые исходного уравнения 
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Поскольку эти интегральные кривые пересекаются под прямым углом, единственность решения не нарушается. 
Задача 34. Решить уравнение 
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Кроме того, 
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Таким образом, решениями исходного уравнения являются 
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Задача 35. 
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Решение. Введем параметр тогда
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Решая уравнение 
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, находим остальные решения исходного уравнения: 
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Задача 36. 
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Решение. Данное уравнение легко разрешимо относительно 
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Получим линейное уравнение
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Решая его, находим 


[image: image1137.wmf](

)

.

1

ln

2

-

+

-

=

p

C

p

p

x


Задача 37. 
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Таким образом, функции, заданные параметрически равенствами
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являются решениями исходного уравнения. Исключая параметр 
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Примерами решений данного уравнения, удовлетворяющих условию 
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Начальному условию 
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2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ
2.1 Уравнения, допускающие понижение порядка
а) Уравнения, не содержащие искомой функции и нескольких последовательных производных. Рассмотрим уравнения вида 

[image: image1194.png]0 (I<sk<mn)



. 

(1)

С помощью замены [image: image1196.png]


, где [image: image1198.png]


 – новая неизвестная функция, уравнение ( 1) приводится к уравнению [image: image1200.png](n—k)



-го порядка: 

[image: image1202.png]Flxu', .., u"*)=0



(2)

Если уравнение (2) интегрируется в квадратурах, то, возвращаясь к переменной [image: image1204.png]


, получим промежуточный интеграл (1):

[image: image1206.png]y® = o(x,C;, ..., Cyy)



или [image: image1208.png]O(x,y%,Cy, ..., Cui) =





(3)

б) Уравнения, не содержащие явно независимой переменной. Рассмотрим уравнения вида 

[image: image1210.png]


(4)

С помощью замены

[image: image1212.png]








(5)

(где [image: image1214.png]p=p()



 – новая искомая функция, [image: image1216.png]


 – новая независимая переменная) порядок уравнения (4) понижается на единицу, так как 

[image: image1218.png]day

dx

dp dy
Iy dx
dy



 ,

[image: image1220.png]


,



 (6) 
[image: image1223.png]


.

Подстановка (5), (6) в (4) дает уравнение [image: image1225.png](n—1)



-го порядка относительно новой неизвестной функции [image: image1227.png]


: 

[image: image1229.png]






(7)

Если известен общий интеграл уравнения (7):

[image: image1230.png]®,(y,p,C;,Cs, .., Cr_y) =0,




то соотношение

[image: image1232.png]®,(y,y',Cy,Cs, .. ,Cyy) =0



 



(8)

является промежуточным интегралом [image: image1234.png](t—1)



-го порядка уравнения (4) – дифференциальным уравнением первого порядка интегрируемого типа. Общий интеграл уравнения (8), имеющий вид [image: image1236.png]®(x,y,Cy,-.,C) =0



, где [image: image1238.png]


– произвольные постоянные, является общим интегралом исходного уравнения (4). При осуществлении замены (5) возможна потеря решения [image: image1240.png]


. Непосредственной подстановкой необходимо проверить наличие у уравнения (4) решений такого вида.

в) Уравнения, однородные относительно [image: image1242.png]


. Рассмотрим уравнения вида 

[image: image1244.png]


 



(9)

где функция [image: image1246.png]


 является однородной относительно [image: image1248.png]


c показателем однородности [image: image1250.png]


, т.е. 

[image: image1251.png]F(x, Ay, 2%, 2y ™) = 2™ F (x,3,y", ..., y™) 2> 0)





С помощью замены 

[image: image1253.png]


 




(10)

где [image: image1255.png]


 – новая неизвестная функция, порядок уравнения (9) понижается на единицу. Имеем:

[image: image1256.png]



[image: image1258.png]y?+u’









(11)

[image: image1259.png]



[image: image1260.png]y® =ygu ..., u" .





Подставив (11) в (9) , получим 

[image: image1262.png]ymF(x, 1w, + ., g(w o u®






(12) 
Сократив в (12) на [image: image1264.png]


 (при этом, как будет видно ниже, не происходит потери решения [image: image1266.png]


), получим дифференциальное уравнение [image: image1268.png](n—1)



-го порядка относительно функции[image: image1270.png]


:

[image: image1272.png]F(o 1w+, g(wtd, ™)) = 0.




(13) 

Если известно общее решение [image: image1274.png]u=@(x,0C,C, ..., Cyy)



 уравнения (13), то, как следует из (10), общее решение исходного уравнения (9) имеет вид 

[image: image1276.png]


 ,



(14) 
где [image: image1278.png]


 – произвольные постоянные. Решение [image: image1280.png]


 получается из (14) при [image: image1282.png]


.

г) Обобщенно-однородные уравнения. Рассмотрим уравнения вида 

[image: image1284.png]F(x,y,



 




(15)

Уравнение (41) называется обобщенно-однородным, если существуют числа [image: image1286.png]


 и [image: image1288.png]


 такие, что 

[image: image1289.png]F|
(20x, ARy, A1y 2!
[ Abeme: (n)
y™) = AF(xy,y,





С помощью замены (при [image: image1291.png]x <0



 полагаем [image: image1293.png]


)

[image: image1295.png]x = —ef, y =ue*,



 



(16)

где [image: image1297.png]


 – новая независимая переменная, у – новая искомая функция, уравнение (15) приводится к уравнению, не содержащему независимой переменной [image: image1299.png]


 и, следовательно, допускающему понижение порядка на единицу.

Производные при замене (16) преобразуются по формулам 

[image: image1300.png]Yoot = @ + ke,




[image: image1302.png]~t = (u + 2k — D' + k(k — Du)e®2",






 (17)

[image: image1303.png]



[image: image1304.png]y® = g(u, ..., u)e® ",




Подстановка (16), (17) в уравнение (15) дает уравнение вида 

[image: image1305.png]



которое после сокращения на [image: image1307.png]mt



 обращается в уравнение, не содержащее явно независимой переменной [image: image1309.png]


. 
Уравнения в точных производных. Рассмотрим уравнения вида 

[image: image1311.png]


 




(18)

левые части которых являются точными производными от некоторой функции [image: image1313.png]


, т.е.

[image: image1315.png])

F(x,3,",-,7





(19)

Такие уравнения называются уравнениями в точных производных. Из (19) следует, что соотношение 

[image: image1316.png]



является первым интегралом уравнения (18) – уравнением [image: image1318.png](n—1)—



го порядка относительно искомой функции. Таким образом, уравнения в точных производных допускают понижение порядка на единицу.

Если исходное уравнение (18) не является уравнением в точных производных, то иногда удается подобрать такую функцию [image: image1320.png]


 (интегрирующий множитель), что после умножения на нее уравнение (18) становится уравнением в точных производных. При умножении на интегрирующий множитель могут быть введены лишние решения (решения уравнения[image: image1322.png]


), а также возможна потеря решений (в случае разрывности множителя [image: image1324.png]


).

При решении задачи Коши для уравнений высших порядков методом понижения порядка произвольные постоянные целесообразно находить после каждого интегрирования.

Задача 38. Построить общее решение уравнения
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в форме Коши и найти частное решение этого уравнения, удовлетворяющего начальным условиям [image: image1326.wmf]1
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Решение. Из уравнения последовательным интегрированием находим

[image: image1327.wmf].
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(20)

Постоянные [image: image1328.wmf]3
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Имеем
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Подставив последнее в (20), получим общее решение заданного уравнения в форме Коши:
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Задача 39. Найти общее решение уравнения [image: image1337.wmf]2
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Проинтегрируем последнее уравнение. Имеем
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Поэтому общее решение в параметрической форме имеет вид
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где [image: image1350.wmf]3
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Задача 40. Найти общее решение уравнения [image: image1351.wmf]0
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Решение. Уравнение относится к типу, рассмотренному в п. 2а. Введем параметр t, положив [image: image1352.wmf]t
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Поэтому общее решение в параметрической форме имеет вид
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где [image: image1359.wmf]3
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Задача 41. Найти общее решение уравнения
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Решение. Правая часть данного уравнения – функция [image: image1361.wmf](
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Уравнение относится к типу, рассмотренному в п. 2б.
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Из последнего последовательным интегрированием находим, где [image: image1375.wmf]3
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Имеем 
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Задача 42. Проинтегрировать уравнение [image: image1382.wmf]0
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Решение. Левая часть уравнения – однородная функция относительно переменных[image: image1383.wmf]'
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Согласно произведенной замене, имеем
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Решение [image: image1396.wmf]0
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Задачи и упражнения
Решить уравнения:
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Решить уравнения, преобразовав их к такому виду, чтобы обе части уравнения являлись полными производными:
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В задачах понизить порядок данных уравнений, пользуясь их однородностью, и решить эти уравнения:
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2.2 Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами

Линейным однородным дифференциальным уравнением n-го порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида 

[image: image1418.png]L) =y™ +a,y® I+ +a, ;v +a,y=0,




где [image: image1420.png]a; = const(j=1,..,n).




Многочлен D(λ) степени n вида

[image: image1421.png]D) =AM+ a, A"V +..ta, ;1+a,




называется характеристическим многочленом линейного дифференциального оператора с постоянными коэффициентами [image: image1423.png]L(y)



. Уравнение 

[image: image1424.png]D(W) =0




называется характеристическим уравнением оператора [image: image1426.png]L(y)



. Если [image: image1428.png]


 корни характеристического уравнения, имеющие кратности [image: image1430.png]m
m,, ..
my,



 соответственно, то функции

[image: image1431.png]



образуют фундаментальную систему решений линейного однородного уравнения.

Если в линейном однородном дифференциальном уравнении коэффициенты [image: image1433.png]a; = const(j=1,..,n)



 – действительные числа, а характеристическое уравнение имеет действительные корни: [image: image1435.png]


 кратности [image: image1437.png]


, [image: image1439.png]


 кратности [image: image1441.png]


,…, [image: image1443.png]


 кратности [image: image1445.png]


, а так же комплексные корни (эти корни входят комплексно сопряженными парами с одинаковой кратностью): [image: image1447.png]i,
a, +



 кратности [image: image1449.png][y



, [image: image1451.png]iB,
a, +



 кратности [image: image1453.png]o



,…,[image: image1455.png]a, + if;



 кратности [image: image1457.png]s



, то фундаментальную систему решений линейного однородного уравнения можно выбрать в виде

[image: image1458.png]ek1* xeksx, mi-lghix gkax yekax

X





[image: image1459.png]e®1% cos B, X, Xxe%1* cos B, X, ..., x*~1e®1* cos f3, X,





[image: image1460.png]e®1* sin B, x, xe™* sin B x ..., x¥~1e*+* sin B, x





[image: image1461.png]



[image: image1462.png]e%s* cos B.X, xe *5* €08 X, ..., xHs~1es* cos B.X,




[image: image1463.png]es* sin B.x xe®s* sin fx ..., x*s~1e%* sin B x.




Таким образом, линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами всегда можно проинтегрировать в элементарных функциях, причем интегрирование сводится к алгебраическим операциям.

Рассмотрим дифференциальные уравнения, сводящиеся к линейным уравнениям с постоянными коэффициентами.

Уравнение Эйлера
Это уравнение вида

[image: image1464.png]+ax™ 1y V4t xy'+ =0
a,y
x"y® 4 g x" 1y 1) Ap_y XY



 ,
где [image: image1466.png]a; = const(j=1,..,n)



. Заменой [image: image1468.png]


 (при [image: image1470.png]x>0



) уравнение сводится к линейному уравнению с постоянными коэффициентами. На практике решения уравнения Эйлера ищут в виде [image: image1472.png]y=e"
= (e")"



 Для нахождения rполучают характеристическое уравнение. Простому корню [image: image1474.png]


 характеристического уравнения соответствует решение [image: image1476.png]X"



, а m-кратному корню [image: image1478.png]


-m линейно независимых решений вида [image: image1480.png]x™,x™ Inx, x"+(Inx)?, ..., x"* (Inx)™ .




 Если коэффициенты уравнения действительны, а характеристическое уравнение имеет комплексно сопряженные корни [image: image1482.png]


кратности [image: image1484.png]


, то уравнение Эйлера имеет 2[image: image1486.png]


 линейно независимых решений вида

[image: image1487.png]x% cos(ByInx), x%* Inx cos(ByInx), ..., x* (Inx)*~*cos(B, Inx)




,
[image: image1488.png]x% sin(B, Inx), x* Inxsin(ByIn x), ..., x% (Inx)* *sin(B,In x)




.
Уравнение Лагранжа

Это уравнение вида 

[image: image1489.png](ax+b)"y" +a,(ax+b)" 'y" 1+ +a, ;(ax+b)y +a,y =



,
где a, b,[image: image1491.png]a; = const(j=1,..,n)



.

Заменой [image: image1493.png]


 уравнение Лагранжа сводится к линейному уравнению с постоянными коэффициентами.

Уравнение Чебышева

Это уравнение вида

[image: image1494.png](1—x2)y"—xy +n’y =0 (n = const).




Заменой [image: image1496.png]X = cost



 (при [image: image1498.png][x] < 1



) уравнение Чебышева сводится к уравнению

[image: image1499.png]


.
Линейное однородное уравнение второго порядка

[image: image1500.png]v +h )y +h2(x)y =0




С помощью замены [image: image1502.png]— e 3 m@ax



 и сводится к уравнению 
[image: image1504.png]u' +Q(x)u=0



,

где [image: image1506.png]QC0) = hy () = $hE(0) = 1, ()



 – инвариант уравнения. 
Последнее уравнение является уравнением с постоянными коэффициентами или уравнением Лагранжа, если [image: image1508.png]Qx)=C



 или [image: image1510.png]Q) = (a,b,C — const)

(nx +b)2



 соответственно.
Задача43. Доказать, что имеет место тождество

[image: image1511.png]L(e™) = D(M)e™



,
где [image: image1513.png]D()



 – характеристический многочлен линейного дифференциального оператора с постоянными коэффициентами [image: image1515.png]L(y)



.

Решение. Находим

[image: image1516.png]L(e™) = (7)™ +ay (™) " 4+ apy (62) + ape
=1"e™ + a, A" te? + -+ a, i e** + a0t
="+ a7+ et @, A+ ay)e = D(D)et.




Поэтому
[image: image1517.png]L(e™) = D(M)e™



.
Задача 44. Пусть [image: image1519.png]


 – корень характеристического уравнения [image: image1521.png]D(2) =0



 кратности m. Доказать, что для функции [image: image1523.png]Vi =

xk,

eho¥
(k=0,




 являются линейно-независимыми решениями линейного однородного уравнения [image: image1525.png]L(y)=0



.

Решение. Тождество 
[image: image1526.png]L(e™) = D(M)e™




продифференцируем k раз по λ, применяя формулу Лейбница:

[image: image1527.png]PL3 A
SL(e™) = L('ik(e ) E A
- ):L(xkelx) - N j
_ G
2, DD () x* e



.
При λ=[image: image1529.png]


 получаем

[image: image1530.png]L3
L(xketer) = 2 J
CIDD () ¥k Tetox

=



.
Так как [image: image1532.png]


 – корень характеристического многочлена [image: image1534.png]D()



 кратности m, то 
[image: image1536.png]D(Ap) = D% (m
D™V (3) =0,D™ # 0.





Поэтому следует, что [image: image1538.png]L(x*e**) = 0,npuk = 0,1,...,m — 1



.
Следовательно, функции [image: image1540.png]Vi =

xk,

eho¥
(k=0,




 являются решениями линейного однородного уравнения, а так же они являются линейно зависимыми.

Задача 45. Найти общее решение уравнения

[image: image1541.png]y" + w?y =0 (w = const > 0)




Решение. Составляем характеристическое уравнение [image: image1543.png]2+
w?
0



 и находим его корни: [image: image1545.png]A =iw, i, = —iw.




Поэтому функции [image: image1547.png]


 образуют фундаментальную систему решений данного уравнения. Поскольку коэффициенты этого уравнения – действительные числа, функции 

[image: image1549.png]y, = Ree'®* = coswx, y, = Ime'®* =sinwx,




так же образуют фундаментальную систему решений данного уравнения. Следовательно, [image: image1551.png]y = C; cos wx + C, sinwx



, где [image: image1553.png]


 и [image: image1555.png]


 – произвольные постоянные.

Задача 46.Найти общее решение уравнения

[image: image1556.png]=0 (w = const > 0)




Решение.

Корни характеристического уравнения равны [image: image1558.png]


 равны: [image: image1560.png]


. Поскольку фундаментальную систему решений образуют функции [image: image1562.png]


 Следовательно, [image: image1564.png]y = C, e“* +C, e~“*,20eC,



 и [image: image1566.png]


 – произвольные постоянные.

Задача 47. Найти общее решение уравнения

[image: image1567.png]y ' —4y ' +4y' —y




Решение. Находим корни характеристического уравнения [image: image1569.png]B—A+42-1=0.



 Имеем [image: image1571.png]


. Фундаментальную систему уравнений образуют функции: [image: image1573.png]o BT G




Поэтому 

[image: image1574.png]y = Cre* +c2e(z z)‘+c,e



,
где [image: image1576.png]C,,C,,C; —



 произвольные постоянные.

Задачи и упражнения

Решить уравнения:
	[image: image1578.png]152.y"+y =2y =0



.
1[image: image1580.png]53.y" +4y'+3y =0



.
[image: image1582.png]"2y
154y




. 

1[image: image1584.png]55.2y =5y +2y =0



.
[image: image1586.png]"+5y=0
" +5y
156.y" — 4y



.
1[image: image1588.png]57.y"+2y +10y=0



.
[image: image1590.png]158.y"+4y =0



.
1[image: image1592.png]59.y"—8y=0



.
[image: image1593.png]() =0
161. +4y
160.y% —y =0 y'




[image: image1594.png]() =0
161. +4y
160.y% —y =0 y'



.
[image: image1595.png]162.y% +64y=0 163.y" =2y +y =0




[image: image1596.png]162.y% +64y=0 163.y" =2y +y =0



.
	[image: image1597.png]1644y +4y' +y=0

165.y% — 6y + 9y




[image: image1598.png]1644y +4y' +y=0

165.y% — 6y + 9y



.
[image: image1599.png]G () " +y=0
"9y 167. +2y +y
166.y%) —10y"+9y'=0 ¥



.
[image: image1600.png]G () " +y=0
"9y 167. +2y +y
166.y%) —10y"+9y'=0 ¥



.
[image: image1602.png]168.y"—3y"+3y' —y =0



.
1[image: image1604.png]69.y" —y" =y +y=0



.
[image: image1605.png]170.y% —5y"+4y=0 171y +8y" + 16y =0



.
[image: image1606.png]170.y% —5y"+4y=0 171y +8y" + 16y =0



.
[image: image1607.png]3 173.y% +4y"+3y =0
172.y" =3y +2y=0 ¥



.
[image: image1608.png]3 173.y% +4y"+3y =0
172.y" =3y +2y=0 ¥



.


2.3 Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами

Определение. Линейным неоднородным дифференциальным уравнением n-го порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида
L(y)=y(n)+a1y(n-1)+…+an-1y’+any=f(x), 



(20)

где f(x) – непрерывная на I=(a,b) функция аj – const (j=1,2,.., n).
Поскольку фундаментальная система решений линейного однородного уравнения L(y)=0 всегда может быть найдена, задача интегрирования линейного неоднородного уравнения (20) сводится к задаче построения частного решения этого уравнения. Частное решение линейного неоднородного уравнения (20) всегда можно построить, применяя метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа) или метод Коши.
Если правая часть уравнения (20) имеет специальный вид
f(x) = Pm(x)σx,




(21)
где σ – комплексная (в частном случае – действительная) постоянная, называемая контрольным числом правой части (21), Рm(х) – многочлен степени т, то нахождение частного решения линейного уравнения (20) по существу сводится к алгебраическим операциям. Пусть контрольное число σ является корнем характеристического уравнения оператора L(у) кратности r≥0 (если r>0, то говорят, что имеет место резонансный случай; если а не является корнем характеристического уравнения, то r=0 – нерезонансный случай). Тогда уравнение (20) имеет единственное частное решение вида
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(22) 
где Rm(x) – многочлен степени m, коэффициенты которого могут быть найдены методом неопределенных коэффициентов.
Если коэффициенты аj(j= 1, 2, ..., n), уравнения (20) действительные числа, а правая часть имеет специальный вид

[image: image1610.wmf][
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(23)
где а, β – действительные постоянные, Рт(х), Qn(x) – многочлены соответственно степени т и п с действительными коэффициентами, то линейное неоднородное уравнение (1) имеет единственное частное решение вида
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(24)
где r ≥ 0 – кратность контрольного числа σ= а ± ibправой части как корня характеристического уравнения оператора L(у)(r>0 – резонансный случай, r=0 – нерезонансный случай), Rl(x), Sl(x) – многочлены степени l = max{m, и}, коэффициенты которых могут быть найдены методом неопределенных коэффициентов.
Таким образом, линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами всегда могут быть проинтегрированы в квадратурах, причем в случае, когда правая часть имеет специальный вид (21), (23), интегрирование по существу сводится к алгебраическим операциям.

Задача 48.1) Найти контрольное число σ правой части уравнения
 L(y) = f(x), 





(25)

где 

а) f(х) = 2; 

б) f(x) = 3x2 - 2ix + 5; 

в) f(x)= 2e-3x; 

г)f(x) = = 3е2ix; 

д) f(x) = 3e2x(cos5x - i sin5x);

e) f(x) = (2ix - 1)e3x; 

ж) f (x)= 3xeix.

2) Записать вид общего решения уравнения (25) для случаев а-ж.
Решение. 1) Правая часть уравнения (25) в случаях а-ж имеет специальный вид (21). Имеем:
а) σ = 0; 

б) σ = 0;

в) σ = -3; 

г) σ = 2i, 

д) σ = 2-5i;
е) σ = 3; 

ж) σ = i.
2) Общее решение уравнения (25) имеет вид 
[image: image1612.wmf]y
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, где 
[image: image1613.wmf]y

 – общее решение однородного уравнения L(у)=0, 
[image: image1614.wmf]y

~

 – частное решение соответствующего неоднородного уравнения.
Используя формулу (22), получаем:
а) 
[image: image1615.wmf]r
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б) 
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в) 
[image: image1617.wmf]x
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г)
[image: image1618.wmf]ix
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д) 
[image: image1619.wmf]x
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e) 
[image: image1620.wmf]x

r

e

b

ax

x

y

3

)

(

~

+

=

; 

ж) 
[image: image1621.wmf]ix
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, где а, b, с – неопределенные коэффициенты, а r ≥ 0 – кратность контрольного числа σ как корня характеристического уравнения оператора L(у).
Задача 49. Найти общее решение уравнения
L(y)=
[image: image1622.wmf]y
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(26)
где f(x) определяется как:

а) f(х) = 2; 

б) f(x) = 3x2 - 2ix + 5; 
в) f(x)= 2e-3x; 
г) f(x) = 3e2x(cos5x - i sin5x);

Решение. Характеристическое уравнение λ3 - iλ2 = 0 имеет корни.

λ 1=λ2= 0, λ3=i.
Поэтому общее решение линейного однородного уравнения имеет вид 
[image: image1623.wmf]ix

e

C

x

C

C

y

3

2

1

+

+

=

, где С1, С2, С3 – произвольные постоянные. Найдем частное решение линейного неоднородного уравнения (26) для случаев а-г.
а) Контрольное число σ = 0 – корень характеристического уравнения кратности 2. Поэтому r = 2 и

[image: image1624.wmf]2
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(27)
Подставив (27) в уравнение (26), получим -i2а = 2, откуда a=i.
б) Контрольное число σ = 0 – корень характеристического уравнения кратности 2. Поэтому r= 2 и

[image: image1625.wmf]2
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(28)
Подставив (28) в (26), получим (3+12ia)x2+(-24a+6bi-2i)x+(5+2ci – 6b) = 0, откуда, в силу линейной независимости функций 1, х, х2, получаем систему для определения а, b, с:
3+12iа = 0,
 6bi-2i—24a = 0, 




(29)
5 +2ci— 6b = 0.
Из (29) находим 
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в) Контрольное число σ = -3 не является корнем характеристического уравнения. Поэтому r= 0 и

[image: image1628.wmf]x
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Подставив (30) в (26), получим
-27ae-3x-9aie-3x-9aie-3x=2e-3x,

откуда
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г) Контрольное число σ = 2 - 5i не является корнем характе​ристического уравнения. Поэтому r= 0 и 
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(31)

Подставив (31) в (26), получим 
a(65i - 150)(2-5i)x - iа (-20i-21)e(2-5i)x = 3e(2-5i)x,

откуда 
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Задача 50. Найти контрольное число σ правой части уравнения 

L(y)= y(n)+a1y(n-1)+…+y’an-1+yan=f(x), 

(32) 

(aj= const
[image: image1632.wmf]Î

 R, j = 1, …,n),
где:
а) f(х) = 2;

б) f(х) = 3х2 - 2х + 5;

в) f(x) = 2e-3x;

г) f(х) = 2хех; 
д) f(x) = 3sin2x;

e) f(x) = 5cos2x; 

ж) f(х)= 3 sin2х + 5 cos2х;

з) f (х) = 3 sin2х + 5хcos 2x. 

2) Записать вид общего решения уравнения (32) для случаев а-з.

Решение. 1) Правая часть уравнения (32) в случаях а-з имеет специальный вид (23). Имеем:
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2) Общее решение уравнения (25) имеет вид 
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 – общее решение однородного уравнения L(у)=0, 
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 – частное решение соответствующего неоднородного уравнения.

Для построения частного решения 
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 воспользуемся формулой (25). Имеем:
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где а, b, с, d – неопределенные коэффициенты, а r≥0 – кратность контрольного числа σ как корня характеристического уравнения.
Задача 51. Найти общее решение уравнения
L(y)=
[image: image1653.wmf]y
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(33)
где f(х) определяется как:

а) f(х) = 2;

б) f(х) = 3х2 - 2х + 5;

в) f(x) = 2e-3x;

г) f(x) = 3sin2x;

д) f(х)= 3 sin2х + 5 cos2х;

е) f (х) = 3 sin2х + 5хcos 2x. 

Решение. Характеристическое уравнение λ3 - iλ2 = 0 имеет корни . λ 1\2=0, λ3= 1. Поэтому общее решение линейного однородного уравнения имеет вид 
[image: image1654.wmf]x
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, где С1, С2, С3 – произвольные постоянные. Найдем частное решение линейного неоднородного уравнения (33) для случаев а-e.

а) Контрольное число σ = 0 – корень характеристического уравнения кратности 2. Поэтому r = 2 и
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(34)
Подставив (34) в уравнение (33), получаем -2а = 2, откуда а = -1.
б) Контрольное число σ = 0 – корень характеристического уравнения кратности 2. Поэтому r = 2 и
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(35)
Подставив (35) в уравнение (33), получим (3 +12а) х2+ (6b-24a- 2)х+(5 +2с - 6b)1=0, откуда 

3 + 12а = 0,

6b - 24а - 2 = 0,




(36)

5 +2с – 6b = 0.
Из (36) находим 
[image: image1657.wmf].

2

9

,

3

2

,

4

1

-

=

-

=

-

=

c

b

a


в) Контрольное число σ = -3 не является корнем характеристического уравнения. Поэтому r = 0 и
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(37)
Подставив (37) в уравнение (33), получим -27ae-3x-9ae-3x= 2е-зх,
откуда

[image: image1659.wmf].
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г) Контрольное число σ = ± 2i не является корнем характеристического уравнения. Поэтому r = 0 и
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(38)
Подставив (38) в уравнение (33), получим
8 (asin 2х - bcos2x)- 4 (-acos 2x - bsin 2x) = 3 sin2x,

(8a + 4b-3)sin2x + (4a-8b) cos 2x=0,
откуда, в силу линейной независимости функций sin 2х, cos 2x ,

8a + 4b - 3 = 0,

4а - 8b = 0.




 
(39)
Из (39) находим: 
[image: image1661.wmf]20
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д) Аналогично предыдущим случаям ищем у в виде
у = acos2x + bsin2x. 



(40)
Подставив (40) в уравнение (33), получим 

8 (asin2х - 6 cos2х) - 4 (- аcos 2x -bsin 2х) = 3 sin 2х+5 cos 2х,

(8a + 4b- 3) sin 2х + (4а– 8b - 5) cos2x = 0, 

(41)
откуда
8а +4b - 3 = 0,4а- 8b-5 = 0.
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Из (42) находим: 
[image: image1662.wmf]20
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e) Контрольное число σ= ±2i не является корнем характеристического уравнения. Поэтому r = 0 и
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(43)
Подставив (43) в уравнение (33), получим
(-8cx-8d-12a)cos2x + (8ax+8b-12c)sin2x- (- 4ах -4b+ 4с) cos 2х-

-(- 4cx-4d-4a) sin 2х =3 sin 2x + 5хcos 2x,
(-8d- 12а + 4b-4c)cos2x + (8b- 12c+4d + 4a- 3)sin2x +
+(- 8с+4а-5)xcos2x+(8a + 4c)xsin2x = 0,
откуда, в силу линейной независимости функций cos2x, sin2x, xcos2x, xsin2x,
- 8d-12a + 4b-4c = 0,

8b- 12с + 4d + 4a-3 = 0,



(44)
- 8с + 4а- 5 = 0,
8а + 4с = 0.
Из (44) находим 
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. Поэтому общее решение имеет вид
y= С1 + С2х + С3ех+
[image: image1665.wmf]y
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где С1 ,С2, С3, – произвольные постоянные, а 
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 определяется по следующим формулам: 
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Задачи и уравнения
Решите дифференциальные уравнения:
174. 
а)
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Для каждого из данных уравнений написать его частное решение с неопределёнными коэффициентами (число значений коэффициентов не находить).
175. 
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в) 
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2.4 Линейные дифференциальные уравнения с переменными коэффициентами

Если известно частное решение у1 линейного однородного уравнения n-го порядка, то порядок уравнения можно понизить, сохраняя линейность уравнения. Для этого в уравнение надо подставить у=у1z и затем понизить порядок z′=u.

Чтобы найти общее решение линейного однородного уравнения второго порядка 

a0(x)y′′+a1(x)y′+a2(x)y=0,

у которого известно одно частное решение у1, можно понизить порядок уравнения указанным выше способом. Однако удобнее воспользоваться формулой Остроградского-Лиувилля:
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где у1 и у2 – любые два решения данного уравнения.

Задача 52. Пусть известно частное решение у1=х уравнения
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(44)

По формуле Остроградского-Лиувилля получим
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Так как функция у1 известна, то мы получили линейное уравнение первого порядка относительно у2. Проще всего оно решается следующим способом. Разделив обе части уравнения на у12, получим слева производную от 
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Так как у1=х, то
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Это общее решение уравнения (44).

2. Общего метода для отыскания частного решения линейного уравнения второго порядка не существует. В некоторых случаях решение удается найти другим путем подбора.

Задача 53. Найти частное решение уравнения
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являющееся алгебраическим многочленом (если такое решение существует).

Решение. Сначала найдем степень многочлена. Подcтавляя
[image: image1702.wmf]...

+

=

n

x

y

 в уравнение и выписывая только члены с самой старшей степенью буквы х, получим:
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0

...

4

...

)

1

(

*

2

2

2

=

+

+

+

-

-

-

n

n

x

x

n

n

x


Приравнивая нулю коэффициент при старшей степени х, получим: 


[image: image1704.wmf]0

2

;

0

4

)

1

(

2

2

=

-

-

=

+

-

-

n

n

n

n

.

Отсюда 
[image: image1705.wmf]2
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 не годен (степень многочлена – целое положительное число). Итак многочлен может быть только второй степени. Ищем его в виде 
[image: image1707.wmf]b
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Подставляя в уравнение, получим 
(4a+4)x+2+2a+4b=0.
Следовательно, 
4а+4=0, 2+2а+4b=0.
Отсюда a=-1, b=0.
Итак, многочлен 
[image: image1708.wmf]x
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 является частным решением.

Задачи и упражнения

Исследовать, являются ли данные функции линейно зависимыми. Функции рассматриваются в той области, в которой они все определены
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Составить линейное однородное уравнение (возможно меньшего порядка), имеющего данные частные решения.
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Найти общие решения данных уравнений, зная их частные решения. Его так же можно найти путем подбора в виде показательной функции 
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188. 
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189. Найти общее решение линейного неоднородного уравнения, если известно, что частное решение соответствующего однородного уравнения является многочленом:
[image: image1724.wmf]
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190. Зная два частных решения линейного неоднородного уравнения второго порядка, найти его общее решение: 
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3 НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
3.1 Нормальные системы дифференциальных уравнений

Система дифференциальных уравнений
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называется системой в нормальной форме или системой, разрешенной относительно производных от неизвестных функций 
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Непрерывно дифференцируемая в области определения системы (1) функция 
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равна нулю.

Если известны n независимых первых интегралов системы (1) 
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где Ci – произвольные постоянные, определяет общий интеграл этой системы.

Из общего интеграла (2) системы (1) можно найти практически любое решение этой системы, разрешая равенства (2) относительно 
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(3)

и подставляя выражение (3) в первые 
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 уравнений системы (1), получим систему уравнений, в которой число неизвестных функций на единицу меньше по сравнению с исходной системой уравнений.

Укажем два метода решения систем дифференциальных уравнений в нормальной форме. Первый из них заключается в приведении системы уравнений к одному уравнению n-го порядка или к нескольким уравнениям порядка, меньшего чем n.

Общая схема приведения состоит в следующем. Дифференцируя, например, первое из уравнений (1) последовательно 
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Определив 
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 уравнений системы (4) и подставив эти выражения в последнее уравнение системы, получим дифференциальное уравнение n-го порядка
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Решив это уравнение, найдем решения исходной системы уравнений.

Систему уравнений (1) можно решить методом нахождения интегрируемых комбинаций. Сущность этого метода состоит в том, что с помощью арифметических операций из уравнений данной системы образуют так называемые интегрируемые комбинации, т.е. легко интегрируемые уравнения относительно новой неизвестной функции: 
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Задача 1. Решить систему уравнений
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Решение. Первое уравнение решается независимо от второго. Разделяя в нем переменные и интегрируя, получим 
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Таким образом, решениями исходной системы являются функции 
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Задача 2. Решить систему уравнений 
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Решение. Дифференцируя обе части первого из данных уравнений, имеем уравнение второго порядка:
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Из исходных уравнений находим
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С учетом этих равенств уравнение второго порядка принимает вид
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Последнее уравнение можно представить в виде
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Отсюда
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Интегрируя, получим 
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Задача 3. Решить систему уравнений 
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Решение. Дифференцируя обе части первого из данных уравнений, имеем уравнение второго порядка


[image: image1773.wmf].
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Из второго уравнения находим 
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, поэтому уравнение второго порядка можно представить в виде
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Общее решение этого уравнения есть 
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Из первого уравнения системы находим
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Задача 4. Решить систему уравнений
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Решение. Из первого уравнения имеем 
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Подставляя найденные функции x(t), y(t) в третье уравнение системы, получим 
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Задача 5. Решить систему уравнений 
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Решение. Дифференцируя обе части первого уравнения, имеем 
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Общее решение уравнения 
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. Для определения коэффициентов a и b получаем систему уравнений 
[image: image1794.wmf]2

1

,

C

a

b

C

a

b

-

=

-

-

-

=

-

. Из этой системы 
[image: image1795.wmf]2

,

2

1

2

2

1

C

C

b

C

C

a

-

=

+

=

. Таким образом,


[image: image1796.wmf](

)

(

)

t

C

C

t

C

C

e

C

z

t

sin

cos

2

1

1

2

2

1

3

-

+

+

=

.

Из первого уравнения системы находим
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Задача 6. Убедиться, что функции 
[image: image1798.wmf]2
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 являются первыми интегралами системы 
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Решение. Найдем производные по t, составленные в силу данной системы от функций 
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Найденные производные тождественно равны нулю, следовательно, функции 
[image: image1803.wmf]1

y

 и 
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 – первые интегралы данной системы уравнений.

Чтобы выяснить, независимы ли эти интегралы, составим матрицу:
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Ранг этой матрицы равен двум; следовательно, интегралы 
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 и 
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Задача 7. Найти первый интеграл системы уравнений
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Решение. Умножим почленно первое уравнение на 
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Последнее уравнение представим в виде
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Отсюда найдем первый интеграл данной системы:


[image: image1813.wmf]C

y

x

y

=

-

3

sin

3

.

Задача 8. Найти один из первых интегралов системы уравнений
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Решение. Сложив почленно эти уравнения, получим
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Запишем последнее уравнение в виде
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Отсюда 
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Задача 9. Решить систему уравнений 
[image: image1819.wmf]2
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Решение. Умножив обе части первого уравнения на у, а второго – на х и сложив почленно полученные уравнения, имеем
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Отсюда
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Заменяя в первом уравнении данной системы ху на 
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Кроме того, если х=0, то из второго уравнения y=Ct; если у=0, то из первого уравнения х=С.

Задачи для самостоятельного решения с указаниями
1. Решить систему дифференциальных уравнений: 
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Указание:

1) Решите методом исключения 

2) Из первого уравнения найти 
[image: image1830.wmf]'
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 и подставить во второе уравнение

3) Для решения полученного однородного уравнения 
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2. Решить систему дифференциальных уравнений: 
[image: image1835.wmf]ï
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Указание: 

1) Решите методом исключения 

2) Из первого уравнения найти 
[image: image1836.wmf]'
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 и подставить во второе уравнение

3) Для решения полученного однородного уравнения 
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Ответ: 
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3. Решить систему дифференциальных уравнений: 
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Указание:

1) Решите методом исключения 

2) Из второго уравнения выразить у и подставить в первое уравнение

3) В уравнении 
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[image: image1842.wmf])

(

'

z

p

z

=

, 
[image: image1843.wmf]p

p

z

×

=

'

'

'

.
Ответ: 
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4. Решить систему дифференциальных уравнений: 
[image: image1845.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

-

=

1

'

'

2

y

z

x

z

y

y

.
Указание:

1) Решите методом исключения 

2) Из первого уравнения выразить z, найти 
[image: image1846.wmf]'
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 и подставить во второе уравнение. 

3) В уравнении 
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Ответ: 
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3.2 Системы дифференциальных уравнений в симметрической форме
Указанные выше методы решения систем уравнений (1) можно применить также к решению систем дифференциальных уравнений в симметричной форме, т.е. систем уравнений вида 
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(5) 
При решении системы уравнений (5) полезно использовать свойство равных дробей: если имеются равные дроби
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и произвольные числа 
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Задача 10. Решить систему уравнений 
[image: image1855.wmf]z
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Решение. Из уравнения 
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[image: image1858.wmf]0

)

2

(

,

2

2

2

=

+

-

-

-

=

-

y

z

x

d

y

z

dy

dz

y

z

dx

.

Имеем 
[image: image1859.wmf]2
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Задача 11. Решить систему уравнений 
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Решение. Из уравнения 
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Составим интегрируемую комбинацию:
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Сокращая обе части последнего уравнения на 
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Поскольку первые интегралы 
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 независимы, все решения исходной системы определяются из соотношений 
[image: image1868.wmf]2

2

1

,

C

z

xy

y

C

x

=

-

=

.

Задача 12. Решить систему уравнений 
[image: image1869.wmf]yz
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Решение. Приравнивая первое и третье соотношения и сокращая на у, получим уравнение 
[image: image1870.wmf]z
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[image: image1871.wmf]z
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или
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Интегрируя это уравнение, находим
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Задача 13. Решить систему уравнений 
[image: image1875.wmf]y

x

dz

z

x

dy

x

y

dx

+

=

+

=

+

.

Решение. Пользуясь свойством равных дробей, составим интегрируемую комбинацию:
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Вторую интегрируемую комбинацию можно составить так:
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Отсюда находим еще один интеграл данной системы:


[image: image1880.wmf]2
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Нетрудно убедиться в том, что найденные первые интегралы независимы, поэтому все решения исходной системы определяются соотношениями 
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Задача 14. Решить систему уравнений 
[image: image1884.wmf])
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Решение. Составим интегрируемую комбинацию:
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Отсюда 
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[image: image1888.wmf]z

dz

xy

xy

d

y

x

z

dz

x

y

xy

xy

d

-

=

-

=

-

)

(

,

)

(

)

(

)

(

.

Таким образом, 
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. Найденные первые интегралы независимы, поэтому окончательно имеем 
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Задача 15. Решить систему уравнений
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Решение. В силу свойства равных дробей составляем интегрируемую комбинацию:
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Отсюда находим 
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Интегрируя, имеем 
[image: image1897.wmf]2
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Задача 16. Решить систему уравнений
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Решение. Данные уравнения решаются последовательно одно за другим. Из третьего уравнения имеем 
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Первое уравнение данной системы запишем так:
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Общее решение соответствующего ему однородного уравнения 
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Таким образом, решения исходной системы имеют вид 
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Задачи для самостоятельного решения с указаниями

5. Решить систему в симметрической форме: 
[image: image1914.wmf]z
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Указание:

1) Найти две интегральные комбинации

2) Из равенства 
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6. Решить систему в симметрической форме:
[image: image1918.wmf]y
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Указание:

1) Найти две интегральные комбинации

2) Из равенства 
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3) Из равенства 
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Ответ: 
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7. Решить систему уравнений: 
[image: image1922.wmf]y
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Указание:

1) Найти две интегральные комбинации

2) Из равенства 
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3) Из равенства 
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8. Решить систему уравнений: 
[image: image1926.wmf]t
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Указание:

1) Найти две интегральные комбинации

2) Из равенства 
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3) Из найденного первого интеграла в равенство 
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9. Решить систему уравнений: 
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Указание:

1) Найти две интегральные комбинации

2) Из равенства 
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3) Из равенства 
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10. Решить систему уравнений: 
[image: image1934.wmf]z
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Указание:

1) Найти две интегральные комбинации

2) Из 
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3) Из первого интеграла выразить у и подставить в равенство 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

Дифференциальные уравнения первого порядка
Задача 1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. (Ответ представить в виде 
[image: image1938.wmf]).
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Задача 2. Найти общий интеграл дифференциального уравнения.
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Задача 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения.
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Задача 4. Найти решение задачи Коши
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Задача 5. Решить задачу Коши.
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Задача 6. Найти решение задачи Коши.
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 Задача 7. Найти общий интеграл дифференциального уравнения.
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Дифференциальные уравнения высших порядков
Задача 10. Найти общее решение дифференциального уравнения.
	1. 
[image: image2149.wmf].

ln

y

x

x

y

¢

¢

=

¢

¢

¢


2. 
[image: image2150.wmf].

1

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

y

y

x


3. 
[image: image2151.wmf].

2

y

y

x

¢

¢

=

¢

¢

¢

 

4. 
[image: image2152.wmf].

1

+

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

x

y

y

x


5. 
[image: image2153.wmf].

0

sin

1

=

+

¢

-

¢

¢

x

y

y

tgx


6. 
[image: image2154.wmf].

1

2

=

¢

+

¢

¢

y

x

y

x

 

7. 
[image: image2155.wmf].

0

2

2

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

y

x

ctg

y


8. 
[image: image2156.wmf].

1

2

3

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

y

x

y

x

 

9. 
[image: image2157.wmf].

2

y

tgx

y

¢

¢

=

¢

¢

¢

 

10. 
[image: image2158.wmf].

2

2

y

x

cth

y

¢

¢

=

¢

¢

¢

 

11. 
[image: image2159.wmf].

1

3

4

=

¢

+

¢

¢

y

x

y

x

 

12. 
[image: image2160.wmf].

0

2

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

y

y

x


13. 
[image: image2161.wmf].

2

)

1

(

3

2

x

y

x

y

x

=

¢

+

¢

¢

+

 

14. 
[image: image2162.wmf].

1

4

5

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

y

x

y

x

 

15. 
[image: image2163.wmf].

0

1

=

+

¢

¢

-

¢

¢

¢

x

y

y

x

 

16. 
[image: image2164.wmf].

0

=

+

¢

¢

+

¢

¢

¢

x

y

y

x


	17. 
[image: image2165.wmf].

|

y

y

thx

V

¢

¢

¢

=

×

 

18. 
[image: image2166.wmf].

x

y

y

x

=

¢

¢

+

¢

¢

¢


19. 
[image: image2167.wmf].

1

+

¢

¢

=

¢

¢

¢

y

tgx

y


20. 
[image: image2168.wmf].

5

5

y

x

tg

y

¢

¢

=

¢

¢

¢

 

21. 
[image: image2169.wmf].

7

7

y

x

th

y

¢

¢

=

×

¢

¢

¢

 

22. 
[image: image2170.wmf].

2

3

x

y

x

y

x

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

 

23. 
[image: image2171.wmf].

0

1

=

+

¢

-

¢

¢

×

chx

y

y

cthx

 

24. 
[image: image2172.wmf]).

1

(

)

1

(

+

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

+

x

y

y

x


25. 
[image: image2173.wmf].

cos

)

sin

1

(

y

x

y

x

¢

¢

×

=

¢

¢

¢

+

 

26. 
[image: image2174.wmf].

1

x

y

y

x

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

 

27. 
[image: image2175.wmf].

2

2

2

x

y

y

x

=

¢

¢

+

¢

¢

¢

-

 

28. 
[image: image2176.wmf].

chx

y

y

cthx

=

¢

+

¢

¢

×


29. 
[image: image2177.wmf].

4

chx

y

y

x

=

¢

+

¢

¢

 

30. 
[image: image2178.wmf].

2

1

2

2

x

y

x

x

y

=

¢

+

+

¢

¢

 


Задача 11. Найти решение задачи Коши.
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Задача 12. Найти общее решение дифференциального уравнения.
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Задача 13. Найти общее решение дифференциального уравнения.
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Задача 14. Найти общее решение дифференциального уравнения.
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Задача 15. Найти общее решение дифференциального уравнения.
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Задача 16. Найти решение задачи Коши.
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